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5). nähere Veranlaſſung zur Entwerfung eis 
ner jeden von den folgenden kleinen Ab⸗ 
handlungen habe ich jedesmahl beym Anfange des 
Vortrages angezeiget: alſo begnuͤge ich mich damit, 
hier nur einige dahin gehörige einzelne Bemerkun⸗ 
gen noch mitzutheilen. Auſſer den Zuſaͤtzen zur er⸗ 
ſten Abhandlung, welche gleich nach dem Schluſſe 
dieſer Abhandlung auf der 102 bis 112 Seite fol⸗ 
gen, findet man am Ende des Buches auf der 
423 bis 43 2 Seite noch einige andre, welche durch 
ſpaͤtere mir mitgetheilte Erinnerungen find veranlaſ⸗ 
ſet worden. Wenn ich mich im 25. H. und an meh⸗ 
rern Orten der erſten Abhandlung auf mein neues 
Handbuch der Analyſis und hoͤhern Geometrie, wel 
ches zugleich als die zweyte Abtheilung des zweyten 
Theiles meines mathematiſchen Lehrbegriffes anzuſe⸗ 
hen iſt, habe beziehen konnen; fo bemerke ich hier 
noch, daß die Verlagshandlung grade zu der Zeit, 
als der Druck dieſes eben erwehnten Buches beſorgt 
* auch eine neue Auflage vom zweyten Theile 
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des Lehrbegriffes verlangte: dieſe konnte ich im 
So. §. der erſten Abhandlung auf der 92 Seite eben⸗ 
falls anführen, weil die Verlagshandlung verfpros 
chen hat, fie zur Oſtermeſſe dieſes Jahres 1786 ab⸗ 
gedruckt zu liefern. Ich habe auch bey Beſorgung 
eben dieſer zweyten Auflage, welche nun als erſte 
Abtheilung des zweyten Theiles des mathematiſchen 
Lehrbegriffes erſcheint, auf die Preisfrage der 
Königlich: Preufifchen Academie da, wo die Grund: 
begriffe vom Unendlichen gebraucht werden, Mick 
ſicht genommen. Die Lehren von den Potenzen 
und ihren Wurzeln, von den Logarithmen, von 
den trigonometriſchen Linien und von der Kreismeſ⸗ 
fing, waren in der erſten Ausgabe nur ſoweit vor⸗ 
getragen, als man mit Huͤlfe der erſten Grundbe⸗ 
griffe und Elementarſaͤtze kommen kann, wenn die 
Graͤnzen der möglichen Werthe veraͤnderlicher 
Groͤſſen noch nicht mit in Betrachtung gezogen wer⸗ 
den: dagegen ſind dieſe Lehren in der zweyten Aus⸗ 
gabe nach ihrer ganzen Allgemeinheit abgehandelt 
worden, und das iſt aus dem Grunde geſchehen, 
weil fie (hon vollſtaͤndig genug, ſoweit man ſie aus 
den erſten Anfangsgruͤnden der Rechenkunſt und 
Geometrie herleiten kann, im erſten Theile meiner 
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mathematiſchen Anfangsgruͤnde enthalten ſind. 
Dieſe erſte Abtheilung iſt nun fuͤr Anfaͤnger eine 
nähere Anleitung, um den erſten Theil des Euleri⸗ 
ſchen Werkes: Introductio in Analyſin Infinitorum, 
deſto leichter zu verſtehen; ſo wie die zweyte Abthei⸗ 
lung als Einleitung zur Euleriſchen Differential⸗ 
und Integralrechnung, auch zum zweyten Theil der 
Introd. in Anal. Infinitorum dient. 

Die zweyte Abhandlung hat ein ſehr polemic 
ſches Anſehen: doch halte ich mich davon verſichert, 
daß weder diejenigen verdienſtvollen Maͤnner, uͤber 
deren Vortrag in der Lehre von den Parallellinien 
ich meine Gedanken geaͤuſſert habe, noch auch an⸗ 
dre Leſer meine Abſicht dabey verkennen werden. 
Ich wiederhohle hier meine in der Anmerkung zum 
32, §. der zweyten Abhandlung auf der 145 Seite 
ſchon gegebene Verſicherung, daß ich weit mehr 
Abneigung als Neigung dazu empfinde, uͤber die 
Arbeiten andrer Schriftſteller zu urtheilen, beſon⸗ 
ders in ſolchen Faͤllen, wenn ich mit ihnen nicht 
uͤbereinſtimmig denke. Allein es giebt auch Falle, 
in welchen es die Achtung, welche man ſonſt ver⸗ 
dienten Schriftſtellern ſchuldig iſt, fodern kann, oh⸗ 
ne Zuruͤckhaltung es zu ſagen, wenn man mit ih⸗ 
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nen uͤber dieſe oder jene Lehren in Wiſſenſchaften 
nicht uͤbereinſtimmig denkt. In meinem Lehrbegrif⸗ 
fe der geſammten Mathematik erſter Theil, dritter 
Abſch. der Geom: 82. $: 257. Seite der ate Aus: 
gabe vom Jahr 1792 habe ich ſchon aus dem zwey⸗ 
ten Stuͤck des Leipziger Magazins zur Mathematik, 
Naturkunde und Oeconomie vom Jahr 1781, des 
Herrn Profeſſor Hindenburgs erſte unter dem Titel: 
Neues Syſtem der Parallellinien, daſelbſt einge⸗ 
ruͤckte Abhandlung angeführt, aber nur ganz =e 
hinzugeſetzt, 
„der Beweis des gehrſaßes num. V. auf der 165 
und 166 Seite ſey fuͤr den zwegten Fall noch Cre 
innerungen unterworfen, wovon vermuthlich im 
dritten Stuͤck des Magazins von eben dem * 
re mehreres vorkommen werde. » 

Ich hatte meine Erinnerungen dem Herrn Pro- 
feſſe or Hindenburg ſchon ſchriftlich mitgetheilt, und 
konnte um deß willen jene Vermuthung aͤuſſern, die 
auch in ihre Erfüllung gegangen iſt. (M. fo den 
36. H. der II. Abhandlung 148. 149. Seite ). Im 
erſten Stuͤck des Leipziger Magazins vom Jahr 
1782. 13 1. u. f. Seiten, findet man ferner eine vom 
Herrn Profeſſor Hindenburg verfaßte Anzeige von 

5 a der 


Vorrede. 


der eben angeführten zweyten Ausgabe meines Ma⸗ 
thematiſchen Lehrbegriffes I. Theil, und in derſelben 

die nachſtehende hieher gehdrige Stelle. 
„Was §. 82. S. 257. erinnert wird, daß der 
Beweis des Lehrſatzes num. V. für den zweyten 
Fall, den ich im zweyten Stuͤck S. 166. dieſes 
Magazins Jahrg. 1781. gegeben habe, noch Er⸗ 
innerungen unterworfen ſey, woruͤber vermuth⸗ 
lich im dritten Stuͤck mehreres vorkommen wer⸗ 
de; das iſt daſelbſt von S. 346. u. f. auf fo eine 
Art geſchehen, daß ich nicht zweifle, Hr. Hofr. 
K. werde die von mir angefuͤhrten Gruͤnde und 
das ganz neue Verfahren hey meiner Beweisart, 
gleich andern Kennern, die mich deſſen verſichert 
haben, vollkommen überzeugend und befriedigend 

finden., 

So fand ich es freylich nicht, ich glaubte aber, daß 
die Schuld vielleicht auf meiner Seite fey. Ich 
habe oft das Vergnuͤgen, mit dem Herrn Profeſſor 
Hindenburg mich ſchriftlich zu unterhalten; weil 
auch unſre Wohndrter einander ſehr nahe find, ſo 
veranlaſſet das zuweilen eine für mich ſehr ſchaͤzbare 
perfönliche freundſchaftliche Zuſammenkunft: indeſ⸗ 
ſen hatte ich bisher mich weder ſchriftlich noch minds 
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lich darüber beſtimmt erklaͤrt, ob ich die Beweisart 
des Herrn Prof. Hindenburg uͤberzeugend faͤnde, 
oder nicht, obgleich derſelbe beſonders in einigen 
Briefen meine Gedanken davon zu wiſſen gewuͤnſcht 
hatte. Wenn ich alſo nun die Gruͤnde vollſtaͤndig 
aus einander zu ſetzen geſucht habe, weßwegen ich 
über dieſe Beweisart mit dem Herrn Prof. Hinden⸗ 
burg nicht uͤbereinſtimmig denke; fo iſt das Erfuͤl⸗ 
lung einer Pflicht, welche ich demſelben als einem 
verdienten Gelehrten und zugleich als meinem Freun⸗ 
de ſchuldig bin. 

Wegen des fernern Inhalts dieſer zweyten Ab⸗ 
handlung, ſoweit ſie des Herrn Hofprediger Schul⸗ 
gens Entdeckte Theorie der Parallellinien, Kö- 
nigsberg 1784, betrift, kann ich mich zwar auf 
den 52. §. der Abhandlung ſelbſt beziehen: indeſſen 
iſt es vielleicht um einiger Leſer willen, die meine 
Abſicht verkennen moͤgten, noͤthig, daran zu erin⸗ 
nern; daß Gelehrte über dieſe oder jene wiſſenſchaft⸗ 
liche Gegenſtaͤnde ſehr veeſchieden denken konnen; 
daß der eine, wenn er gleich die uͤbrigen Verdienſte 
des andern nicht verkennet, und eben um deßwillen 
mit einer wahren Hochachtung für ihn eingenom⸗ 
men iſt, dennoch die Gründe, warum er den Bee 
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hauptungen des andern nicht beypflichtet, vortragen 
kann, ohne dadurch dem wohlgegruͤndeten Ruhm, 
und dem Anſehen, welches der andre in der gelehr- 
ten Republik durch ſeine Verdienſte ſich erworben 
hat, zu nahe zu treten. Wer meinen hieher gehdri⸗ 
gen Vortrag genau pruͤfen will, der wird finden, 
daß es mir nicht ſo ſehr darum zu thun ſey, des 
Herrn Hofprediger Schulzens Theorie von den Pa⸗ 
rallellinien zu widerlegen, als vielmehr zu zeigen, 
wie leicht der gemeine Vortrag der Lehren vom Ma⸗ 
thematiſch⸗Unendlichen zu fehlſamen Vorftellungs: 
arten und Schlußfolgen verleiten konne: eben daſ⸗ 
ſelbe habe ich auch im 71. §. der Abhandlung ſelbſt 
geaͤuſſert. Dieſe zweyte Abhandlung ſtehet eben 
darum mit der erſten in einer ziemlich genauen Ver⸗ 
bindung. Einen Zuſatz, welcher mir nicht ganz 
unerheblich ſchien, habe ich dem 62. $. der zweyten 
Abhandlung noch beygefuͤget, welcher gleich nach 
dieſer Vorrede folget. Eben jetzt, da ich die Vor⸗ 
rede aufſetze, kommt mir das zweyte, als das neue⸗ 
ſte Stuͤck des Leipziger Magazins fuͤr die reine 
und angewandte Mathematik vom Jahr 1786 
zu Geſichte, und ich ſehe, daß die erſte Abhandlung 
darin die Aufſchrift hat: Theorie der Parallelli⸗ 
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nien von Joh. Heinr. Lambert. Laut der bey⸗ 
gefügten Anmerkung iſt dieſe Abhandlung im Sep⸗ 
tember 1766 aufgeſetzt, und mir fiel dabey natuͤr⸗ 
lich der Gedanke ein, es ſey nicht wohl abzuſehen, 
wenn der verewigte Lambert auf eine ihn ſelbſt be⸗ 
friedigende Theorie gekommen waͤre, warum er ſie 
nicht ſollte in feinen Beytraͤgen zur Mathematik, 
die ſpaͤter erſchienen ſind, oder doch ſonſt bey ſeinen 
Lebzeiten bekannt gemacht haben. Hier findet ſich 
unter dem Titel: Vorlaͤufige Betrachtungen, 
noch nichts, woraus man abnehmen koͤnnte, auf 
was fuͤr einem Wege H. Lambert die Schwierigkeit 
eigentlich zu heben verſucht haben mag. Der Auf⸗ 
ſatz iſt noch nicht ganz eingeruͤckt, die Fortſetzung 
ſoll folgen. 

Im fuͤnften Bande der Abhandlungen der 
Churfuͤrſtl. Bayerſchen Academie der Wiſſen⸗ 
ſchaften, München 1768, findet fich eine von mir 
verfaßte unter dem Titel: Von den Logarithmen 
verneinter Groͤſſen. Weil mir nicht allein die 
richtige Erdrterung und Entſcheidung der Haupt: 
frage: ob die Logarithmen verneinter Groͤſſen 
algebraiſch mögliche oder unmögliche Groͤſſen 
oo as die Wiſſenſchaft wichtig zu ſeyn ſcheint; 
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ſondern auch die Grundlehren von den negativen 
und algebraiſch unmöglichen Grdſſen immer noch 
verdienen, daß man ſie mehr ins Licht zu ſetzen ſu⸗ 
che, um fehlſame Anwendungen davon zu verhuͤten: 
ſo habe ich meinen ehemaligen Vortrag in der ange⸗ 
führten Abhandlung hier noch vollſtaͤndiger zu ma⸗ 
chen geſucht. Daraus ſind nun zwey beſondre Ab⸗ 
handlungen entſtanden, welche hier als die dritte 
und vierte folgen. Man wird finden, wenn man 
die Vergleichung mit jenem Aufſatze in den Abhand⸗ 
lungen der Churbayerſchen Academie anſtellen will, 
daß ich alles von neuen durchgedacht, vieles beſſer 
zu ordnen, und uͤberhaupt alles in einem noch beſ⸗ 
ſern Lichte darzuſtellen geſucht habe. 

Die fuͤnſte und letzte Abhandlung ſtehet noch 
mit der erſten Abhandlung vom Mathematiſch⸗ 
Unendlichen in Verbindung. Bey mehrern Ver⸗ 
anlaſſungen, die ich gehabt habe, fix mich daruͤber 
nachzudenken, worin die vermeinten Schwierigkei⸗ 
ten bey Euklids Vortrage vom Beruͤhrungswinkel 
wohl gegruͤndet ſeyn moͤgten, bin ich darauf verfal⸗ 
len, ob vielleicht beſonders neuere Schriftſteller den 
Begriff davon, was man in der hoͤhern Geometrie 
Kruͤmmungs winkel nennt, von dem nicht gehd⸗ 
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rig unterſcheiden, was gewiß nach Euklids Sinn 
das Complement vom Winkel des Halbkrei⸗ 
ſes, oder nach Walliſens Sinn der Beruͤh⸗ 
rungs winkel eigentlich ſeyn ſoll. Dadurch bin ich 
bewogen worden in der letzten Abhandlung zu zeigen, 
daß der Begriff vom Beruͤhrungswinkel mit dem 
Begriff vom Kruͤmmungswinkel nicht verwechſelt 
werden muͤſſe. Alle die bekannten ſonderbar genug 
klingenden Saͤtze vom Beruͤhrungswinkel, in der ge⸗ 
meinen vom Unendlichen hergenommenen Sprache 
vorgetragen, laſſen ſich rechtfertigen, und hören 
auf Schwierigkeiten zu ſeyn, wenn man ſie vom 
Kruͤmmungs winkel verſtehet: nur muß man nicht 
vergeſſen, daß alsdenn alles algebraiſche Sprache, 
und daß es nicht verſtattet fey, fo eingekleidete Saͤ⸗ 
tze, wie der 40. §. der V. Abhandlung davon einige 
Proben giebt, als ſolche anzuſehen, die zur reinen 
Geometrie gehören. Halle im Maͤrz des Jah⸗ 
res 1786. 1 


Der Verfaſſer. 


Zuſatz 


Zuſatz zum 62. und 63. . 
der zweyten Abhandlung. 


Noch H. Schuliens Behauptung auf der 77 Seite fee 
( ner Entdeckten Theorie der Parallelen muß Eu: 
klids 9 Grundſatz ſo ausgedruͤckt werden: 
„das Ganze iſt entweder groͤſſer als fein Theil, oder 
ihm gleich, und daher iſt umgekehrt der Theil entweder 
kleiner als das Ganze, oder dem Ganzen gleich, aber 
niemahls groͤſſer als das Ganze. 
Hiedurch fell die Schärfe des vom 7 Lehrſatz, 74 Seite, 
gegebenen Beweiſes (hier im 60. $.) deſto einleuchtender 
werden, und das ſucht der H. Verfaſſer auf der 78 Seite 
auf folgende Art einleuchtend zu machen. 

„Folgte nemlich in demſelben aus der Annahme: FC, 
DG, ſtoſſen nach der Seite C, G, hin niemahls zus 
ſammen, dieſer Satz: alſo iſt der Theil dem Ganzen 
gleich; ſo haͤtte die Folge nichts Widerſprechendes, und 
die Annahme bliebe alſo moͤglich. Allein da aus der 
Annahme folgt, daß der Theil groͤſſer ſeyn muͤſſe, als 
das Ganze; ſo iſt das Widerſprechende dieſer Folge 
offenbar, und daher die Annahme unmoͤglich. ,, 

Wenn man eben ſo wie Herr Schulze ſich erlauben 
will, algebraiſche Rechnungsſaͤtze, die noch dazu in eine 
uneigentliche Sprache eingekleidet ſind, dem Wortver⸗ 
ſtande nach als geometriſche Grundſaͤtze gelten zu laſſen; 
ſo kann man leicht noch einen Schritt weiter gehen, und 
mit Zuverficht behaupten, daß Euklids 3 Grundſatz ganz 
unbrauchbar ſey. Es iſt wirklich ſogar algebraiſch falſch, 
was auf der 77 S. der Schulziſchen Theorie behauptet wird, 
wie ich hier im 69. und 70, $. bewieſen habe. Geſetzt aber 
es wäre auch algebraiſch richtig, fo wuͤrde man aus algebrai⸗ 
ſchen Rechnungsſaͤͤtzen eben fo buͤndig beweiſen koͤnnen, 

daß auch ein Theil gröffer als das Ganze ſeyn könne, 

wie ich es im 33. §. der III. Abhandlung bemerkt habe. 
H. Schulze ſagt, 

das Ganze iſt dem Theile gleich, wenn ſein Nebentheil 
in Vergleichung mit jenem unendlich klein iſt, der Ne⸗ 
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bentheil mag eine endliche Gedffe, oder gar ſelbſt unend⸗ 
lich groß ſeyn. 

Ich bin alſo eben ſo gut berechtiget zu behaupten: 
Das Ganze ſey kleiner als ſein Theil, wenn ſein Nie 
bentheil ihm entgegen geſetzt iſt. 

Denn es iſt T2 Iz ein algebraiſches Gan⸗ 
zes, de 5 iſt ein Theil davon, und es iſt T2 5. Wo 
bleibt nun die groſſe Schärfe in dem Beweiſe des 7 lehr⸗ 
ſatzes nach der erſten Beweisart? Wenn man dem Herrn 
Verfaſſer auch alles zugiebt, worauf er ſeine Beweisart 
gruͤndet; ſo kann man doch zeigen „daß nach ſeinen eige⸗ 
nen Grundſaͤtzen, und vermoͤge der Art, wie er algebrai⸗ 
ſche Kechnungsfäße in die Elemente der Geometrie übers 
trägt, in feinem Beweiſe keine Folge ſey. 
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braiſche Theorie von den Logarithmen 29 — 36. §. Beantwor⸗ 
tung der Zweifel der Herrn d'Alembert und Bernoulli gegen die 
Lehre der Herrn von Leibnitz und Euler 37 — 68. §. Erlaͤute⸗ 
rung der allgemeinen Euleriſchen Theorie vermittelſt der geomes 
triſchen Conſtruction 69 — 77. §. 


V. Abhandlung. Vom Beruͤhrungswinkel und Kruͤm⸗ 
mungskreiſe. 


Geometriſche Lehrfüge vom Winkel des Halbkreiſes init dem 
Durchmeſſer und der Tangente in deſſen Endpunct nach Euklids 
Vortrage 2 — Ff. §. Vermeinte Schwierigkeiten dabey und ihre 
Erörterung 6 — 18. §. Erweiterung des Begriffes vom Beruͤh⸗ 
rungswinkel auch wenn die krumme Linie kein Kreis it 19. h. 
Begriffe von der Krümmung 20 — 22, $. Gleichfoͤrmige Kruͤm⸗ 
mung des Kreiſes 23 — 27. §. Der Krümmungswinkel (28. F.) 
Ungleichfoͤrmige Kruͤmmung ſolcher Linien, die vom Kreiſe vers 
ſchieden find 29 — 36. §. Der Kruͤmmungshalbmeſſer 37. $. 
Beruͤhrungswinkel und Kruͤmmungswinkel find nicht einerley: 
jeder Beruͤhrungswinkel iſt o, Kruͤmmungswinkel koͤnnen abs 
fe mögliche Verhaͤltniſſe gegen einander haben 38 — 40. $. 
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Als die nachſtehende 1. Abhandlung völlig aufgeſetzt, und ſchon in 
die Druckerey gegeben war; aͤuſſerten einige einſichtsvolle Freun⸗ 
de, welche fie in der Handſchrift geleſen hatten, daß es viel⸗ 
leicht manchen Leſern, die in der Mathematik nicht ſehr ge⸗ 
übt waren, angenehm ſeyn moͤgte, einige Stellen noch etwas 
mehr erläutert zu ſehen. Daraus find am Ende der Abharte 
lung einige Zuſaͤtze entſtaunden. Ich will davon nur eine Stels 
le hier zur Probe anführen. Im 8. F. habe ich die analytiſch⸗ 
trigonometriſchen Grundformuln als bekannt vorausgeſetzt: 
vielleicht iſt es nicht jedem Leſer gelaͤufig, damit umzugehen, 
deßwegen habe jch am Ende den dieſen g. betreffenden Bulag 
beygefuͤget. f 


Veranlaſſung zur Entwerfung dieſes Aufſatzes. 


t. §. 
er uͤber die im verfloſſenen Jahre 1784 von 
e der mathematiſchen Claſſe der Koͤnigl. 


Preuß. Academie der Wiſſenſchaften auf⸗ 

gegebene Preisfrage eine Abhandlung auf⸗ 
zuſetzen willens geweſen iſt, um ſie als Wettſchrift einzu⸗ 
ſchicken, der wird damit fertig geworden ſeyn, und ſie 
vermuchlich früher abgeſchickt haben, als mein Aufſatz ver⸗ 
theilt und bekannt werden kann: alſo greife ich niemanden 
vor, wenn ich meinem neuen Handbuche der Analyſis und 
hoͤhern Geometrie, welches zugleich die zweyte Abthei⸗ 
lung des zweyten Theiles meines mathematiſchen lehrbe⸗ 
griffes ausmacht, eine Abhandlung vom Mathematiſch⸗ 
Unendlichen, und über die eigentlichen Grundſaͤtze der fox 
genannten Rechnung des Unendlichen, beyfuͤge. Uebri⸗ 
gens war es natuͤrlich, daß die Preisfrage meine Aufmerk⸗ 
ſamkeit auf ſich ziehen muſte, weil ſie mir grade zu der 
Zeit bekannt ward, als ich mit Ausarbeitung dieſes Hand⸗ 
buches der Analyſis mich zu beſchaͤftigen den Anfang mach⸗ 
te. Ich ſetze die ganze Stelle aus der von der Koͤnigl. 
Preuß. Academie der Wiſſenſchaften im Jahr 1784 ber 
kannt gemachten Nachricht hieher. 


A 2 L 
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L’ utilit€ qu on retire des Mathématiques, Feſtime 
qu on a pour elles, et ’honorable dẽnomination de Scien- 
ces exactes par excellence qu on leur donne & juſte titre, 
font dues A la clarté de leurs principes, a la rigueur de 
leurs démonftrations, et a la précifion de leurs théore- 
mes, Pour aſſurer à cette belle partie de nos connoif- 
fances la continuation de ces précieux avantages, on de- 
mande 

une theorie claire et precife de ce qu on appelle \nfini 
en Mathematiques. ; 

On {gait que la haute Geometrie fait un ufage con- 
tinuel des infiniment grands et des infiniment petits. Ce- 
pendant les Géometres, et méme les Analyftes anciens, 
ont évicé foigneufement tout ce qui approche de l'Infini; 
et de grands Analyftes modernes avouent que les termes 
grandeur infinie font contradittoires. 

L’Académie ſouhaite done qu'on explique comment 
on a déduit tant de théoremes vrais d'une ſuppoſition 
contradictoire, et qu'on indique un principe für, clair, 
en un mot vraiment mathématique, propre a dre ſub- 
ftitué a N Inſini, fans rendre trop difficiles, ou trop lon- 
gues, les recherches qu on expédie par ee moyen. On 
exige que cette matière ſoit traitée avec tout la généralité, 
et avec toute la rigeur, la clarté et fimplicité poſſibles. 


2. §. 

Sollten wir denn wieder beynahe ein Jahrhundert 
zuruck in die Zeiten eines Rolle und Nieuventyt verſetzt 
ſeyn? Das lehrgebaͤude, welchem nach dem eigenen Zeug⸗ 
niffe der Academie der Wiſſenſchaften die ehrenvolle Be: 
nennung einer voͤllig genauen Wiſſenſchaft ganz vorzuͤg⸗ 
lich und mit Recht gegeben wird, ſollte auf eine ſich ſelbſt 
widerſprechende Vorausſetzung gebauet fein? Dafür 
kann die Wiſſenſchaft nicht, daß es auſſer den guten 
Schriftſtellern auch mittelmaͤſſige und ſchlechte giebt ; daß 

elbſt 
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ſelbſt groſſe Rechner mit den Gründen oft nicht genug bec 
kannt ſind, wovon die Regeln abhaͤngen, nach welchen 
fie Übrigens ganz richtig rechnen; daß nicht allein der Be⸗ 
griff vom Unendlichen, ſondern auch mehr andre abſtraete 
mathematiſche Begriffe fehlſam angewandt werden; daß 
man Vorſtellungen im Verſtande von dem, was wirklich 
Sache iſt, oft nicht gehoͤrig unterſcheidet; daß man die 
Ausdruͤcke vom Unendlichen oft da anbringt, wo ſie gar 
nicht hingehoͤren. Beyſpiele von dem allen mag ich nicht 
anführen, damit es nicht fcheine, als wenn ich Luſt zu tar 
deln hätte, wovon ich doch weit entfernt bin. 


Das Endliche und Unendlich groſſe 
der Mathematiker. 


genie 

Wer ſich eine grade Knie denkt, der denkt fich ge⸗ 
wohnlich zugleich einen Anfangs- und Endpunct: die 
Stelle aber, wo der Endpunet ſeyn ſoll, iſt oft gleichguͤl⸗ 
tig, wenn gleich die Stelle fuͤr den Anfangspunct feſtge⸗ 
ſetzt iſt. Man erinnere ſich an einen gradlinichten Win⸗ 
kel, wovon es aus den erſten Anfangsgruͤnden bekannt iſt, 
daß ſeine Schenkel lang oder kurz ſeyn koͤnnen, ohne daß 
ſolches die Groͤſſe des Winkels aͤndert. Die Lange einer 
ſolchen linie iſt unbeſtimmt, in der lateiniſchen Sprache 
ſagt man refta indeterminata, indefinita, auch wohl in- 
finita, man muß aber alsdenn das letzte Wort nicht mit 
dem deutſchen unendlich groſſe Linie fuͤr gleichguͤltig neh⸗ 
men, Bey den logiſchen Schriftſtellern kommt das Wort 
infinitum ebenfalls in der Bedeutung vor, daß es mit dem 
indeterminato oder indefinito gleichgültig iſt. In andern 
Fällen iff nicht allein die Stelle des Anfangspuncts, fon: 
dern auch des Endpuncts der graden Linie feſtgeſetzt, als⸗ 
denn iff zugleich die Lange der linie oder ihre Groͤſſe be: 

a #3 ſtimmt. 
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ſtimmt. Lateiniſch ſagt man redka longitudinis determi- 
natae, dehnitae, auch finitae: dieſes letztere Wort aber 
iſt in der eben angezeigten Bedeutung mit dem deutſchen 
Worte endliche linie nicht ganz gleichguͤltig. 
4. $ 
Jede Seitenlinie einer gradlinichten Figur, alſo 
auch jede Seitenlinie eines Dreyeckes, hat ihren Anfangs⸗ 
und Endpunct, ihre beyden Graͤnzpuncte; fie iſt alſo et 
ne begraͤnzte Linie, man kann angeben, wo ſie anfaͤngt 
und aufhört. Eine ſolche linie hat eine endliche Groͤſſe, 
und in dieſem Sinne iſt das Wort endlich eben ſo viel als 
begraͤnzt Iſt vielleicht von einer ſolchen Figur, etwa 
von einem Dreyeck im allgemeinen die Rede, wie wenn 
es hieſſe, alle Winkel des Dreyeckes zuſammen machen 
die Summe zweyer rechten Winkel aus; ſo iſt zwar die 
eigentliche kaͤnge jeder Seitenlinie nicht beſtimmt: weil 
man aber an drey grade Linien denken muß, die einen 
Flaͤchenraum ringsumher einſchlieſſen, fo tft man doch 
genoͤthiget, jede dieſer Seitenlinien mit einem Anfangs 
und Endpunet, mit zweyen Grangpuncten zu denken. 
Die Lange einer finie, die man ſich als Seitenlinie einer Fi⸗ 
gur begraͤnzt denken muß, kann alſo noch unbeſtimmt ſeyn. 
5. §. 
Bey Verzeichnung eines Dreyeckes kann wenigſtens 
die fänge einer Seitenlinie willküͤhrlich angenommen oder 
ſonſt vorgeſchrieben oder beſtimmt ſeyn. Wenn man uͤber 
dieſer Seitenlinie als Grundlinie das Dreyeck zeichnet; 
fo kann man ihre beyden Graͤnzpuncte zugleich als die bey: 
den Anfangspunete der beyden übrigen Seiten anſehen, 
die ſich oben in der Spitze des Dreyeckes als in ihrem ge 
meinſchaftlichen Graͤnzpunet endigen. Iſt uͤberdem die 
Groͤſſe der beyden Winkel an der Grundlinie vorgeſchrie⸗ 
ben; ſo iſt es nicht mehr willkuͤhrlich, wie lang die uͤbri⸗ 
gen beyden Seiten werden ſollen: ihre Lange ir faces 
f un 
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und zugleich die Stelle, wo die Spitze hinfallen muß, fox 
bald die {ange der Grundlinie und die Grdffe der anliegen⸗ 
den Winkel feſtgeſetzt iſt. Aendert man aber nur eins 
von dieſen Stuͤcken, fo erhält die Spitze eine andre Stel⸗ 
le, auch ändere man dadurch zugleich die Sange der uͤbris 
gen beyden Seitenlinien. f f 


6. 6. 


Hat man nicht allein die Lange der Grundlinte fone 
dern auch die Groͤſſe eines anliegenden Winkels feſtgeſe⸗ 
Het; fo iſt es nicht mehr ganz willkuͤhrlich, wie groß man 
den andern anliegenden Winkel annehmen will: denn es 
iſt ein bekannter Elementarſatz, daß die Summe zweyer 
Winkel im Dreyeck, kleiner als zwey rechte Winkel ſeyn 
muͤſſe. Wenn alſo der eine von beyden Winkeln an der 
Grundlinie ein rechter Winkel ſeyn ſoll; ſo muß der an⸗ 
dre ein ſpitzer Winkel ſeyn. Macht man dieſen auch 90° 
groß, ſo erhalten die beiden Seiten, welche ſich oben in 
der Spitze des Dreyeckes ſchneiden ſollten, die parallele 
Lage, fie koͤnnen einander nicht mehr ſchneiden, man er⸗ 
haͤlt alſo kein Dreyeck, weil die Spitze als der gemein⸗ 
ſchaftliche Endpunet der beyden Seitenlinien fehlt, die in 
den Graͤnzpuncten der Grundlinie ihre Anfangspunete 
haben. Macht man den einen Winkel = 90s und den 
andern auch nur um etwas ſehr weniges groͤſſer als 90°; 
fo giebt es wieder einen Durchſchnittsrunet, der aber nun 
nicht oberhalb ſondern unterhalb der Grundlinie liegt. 
Auf dieſen ganz bekannten ſehr leicht faßlichen Grundleh⸗ 
ren beruhet der Begriff von dem, was man in der Ma⸗ 
thematik Unendlich⸗groß nennet. 


7. 4. i a 

Der Mathematiker redet in zweyen verſchiedenen 
Sprachen, nachdem die eine oder die andre den Uinterſu⸗ 
chungen, welche er anſtellet, mehr angemeſſen tf, Die 
% 4 a: 
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algebraiſch⸗ analytiſche Sprache iſt von der geometriſchen 
ver ſchieden: jene Sprache iſt kuͤrzer als dieſe, fie ſetzt den 
Mathematiker in den Stand, eine groſſe Menge ſolcher 
beſondern Galle, die von einem gemeinſchaftlichen Geſetz 
abhängen, in einen einzigen kurzen Ausdruck zu bringen, 
ſo daß er alle Faͤlle mit einem Blick uͤberſieht, nicht ana 
ders, als wenn es einziger beſondrer Fall waͤre. Wenn 
die Grundlinie des Dreyeckes und der eine anliegende 
Winkel ihre vorgeſchriebene Gröffe haben, der andre an⸗ 
liegende Winkel aber vielleicht noch alle mögliche Aende⸗ 
rungen leiden kann; fo giebt es ſonſt in allen Fallen ein 
Dreyeck, man mag dieſen veraͤnderlichen Winkel fo groß 
oder ſo klein nehmen als man will, nur wie ſich von ſelbſt 
verſteht, nicht wenn derſelbe So oder = 180° iſt, aber 
auch alsdenn nicht, wenn er den andern Winkel zu 180 
erganzt. Der Analyſt findet es nicht noͤthig, dieſe be⸗ 
ſondern Fille zu unterſcheiden, das wuͤrde ihm feine Spra⸗ 
che zu weitlaͤuftig machen. Dieſe iſt den kurzen algebrai⸗ 
ſchen Zeichen angemeſſen, welche jedesmahl eben daſſelbe 
anzeigen, was die geometriſche Sprache umſtaͤndlicher 
mit Worten ausdruͤcken wuͤrde. 


* s- §. 

Das Dreyeck fey rechtwinklicht, die Grundlinie 
Sb, die anliegende Perpendiculaͤrſeite S p, die Hypo⸗ 
thenuſe Sh, der fpiße Winkel an der Grundlinie =a, 
der gegenuͤberſtehende oben an der Spitze S: fo tft in 
der Sprache des Analyſten allemahl B= 90 — &, 


fin. 


cof & 
nun gleich in dem beſondern Fall e: = 90° kein Dreyeck 
vorhanden iſt, fo kann der Analyſt doch fo reden, als 
wenn noch eines da wäre. Die Geometrie ſagt, p und h 
werden immer groͤſſer, wenn a gröffer wird, wie lang 
2 


pb. tang. æ 


N I 
„ h b ſec. a b. Wenn 
n coſ. c 
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poder h fen, kann man allemahl angeben, fo lange a< 90° 
iſt, nur in dem Fall * = 90 giebt es für p und h keinen 
Durchſchnittspunct alſo auch keinen Endpunct mehr. Hie⸗ 
bey könnte alles fein Bewenden behalten, denn die Frage: wie 
lang nun p oder h fen? fallt von ſelbſt weg, weil beyde keinen 
Endpunet mehr haben Die analytiſche Formul fagt,in dieſem 
Falle ſey ſin. er D, und cola S o, mithin ſowohl p als auch h 
S. b. Der Factor b iſt eine linie von vorgeſchriebener 
Groͤſſe, es iſt die Grundlinie des Dreyeckes, das nun ei⸗ 
nen Winkel Boo hat, und zwey Seiten, wovon jede 
=i. b iſt. So redet der Analyſt kurz und gut, nicht ane 
ders, als wenn noch ein Dreyeck da ware, ob er gleich 
dieſe Sprache ſehr gut in die geometriſche zu uͤberſetzen 
in. cæ 1 b: 

? 


BE, E 
weiß. In allen andern Gallen it p= ba b 


fin. « 


4 
— ie —— find Zahlen, die man aus den tri x 
sora? ſo wie ſind Zahlen, gone: 


metriſchen Tafeln nehmen kann: demnach muͤſte auch in 
dem Fall, wenn Bo ift, Z eine Zahl ſeyn, welche an: 
zeigte, wie vielmahl b in p oder h enthalten fen, fo wie 


1n, & 
ieſes inc d i oder 
dieſes in allen andern Faͤllen die Zahl b <a 


anzeigt. Was iſt alſo 3 für eine Zahl? Es ſcheint, man 
koͤnne antworten: das was in der Rechenkunſt dividiren 
genannt wird, ſey ein Verfahren, welches nur ſo lange 
feine Anwendung finde, als cof. noch nicht Do fey, das 
her fen 8 ein Zeichen, das gar keinen Quotienten weiter 
bedeuten koͤnne. Allein man wurde eben fo beweiſen köͤn⸗ 
nen, daß 1><o kein Product weiter bedeuten koͤnne, und 
wir ſetzen doch ohne Bedenken fo Do, ja wir ſetzen 
jedes Product ad<o =o, es mag a ſeyn was man will, 
wenn es nur eine Zahl oder Groͤſſe iſt, die ſich angeben 
laͤſſet. Kann aber die o als Factor gebraucht werden, 
warum auch nicht als Diviſor? 

A 3 9.9 
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. 9. $, 2 * 
Eigentlich kann man nur mit einer ganzen Zahl 
multipliciren, und wir multipliciven doch auch mit Bris 
chen: wir ſagen E mahl 12 iſt 6, F mahl 12 iſt 4, u. ſ. w. 
Dieſer der Sache ſchon nicht ganz genau mehr angemeſſe⸗ 
ne Sprachgebrauch ruͤhrt vornemlich daher, weil wir es 
bey ganzen Zahlen gewohnt find, die Ordnung der Fae⸗ 
toren auch umzukehren: denn 5 mahl 7 ift mit 7 mahl 5 
einerley. Daß 12 Hälften 6 Ganze, 12 Drittel 4 Ganz 
ze machen, alſo 12 mahl 2 6, 12 mahl F =4 fey, iſt 
klar: das kehrte man wie bey ganzen Zahlen um, und. 
fagte auch Z mahl 12 2 6, f mahl 12 =4, u. ſ. w. 
Mit einem Bruch, deſſen Zähler 1 iſt, multipliciren 
heißt alſo eigentlich mit ſeinem Nenner dividiren. 
: En... 

Halt man fich an den urſpruͤnglichen Begriff des Woes 
tes dividiren, ſo kann man eigentlich auch nur mit ei⸗ 
ner ganzen Zahl dividiren, wenn es ſo viel als theilen 
heiſſen ſoll. Weil aber 24 in dieſem Sinn mit 3 divi⸗ 
dirt 8 giebt, fo muß 3 mahl 8 aq, mithin wegen der 
eben bemerkten Eigenſchaft der Multiplication auch 8 mahl 
3 =24 ſeyn. Der Quotient zeigt alſo auch an, wie viel 
mahl der Diviſor im Dividendus enthalten ſey, und das 
leitet auf einen andern Begriff vom dividiren, der mit je⸗ 
nem urſpruͤnglichen Begriff nicht ſchlechthin einerley iſt. 
Indeſſen haͤlt man ſich am gewoͤhnlichſten an dem Begriff, 
dividiren heiſſe die Zahl finden, welche angiebt, wie viel 
mahl der Diviſor im Dividendus enthalten fey, Der 
Grund, worauf dieſer Begriff beruhet, iff aber nicht alle 
gemein, denn zwey Factoren geben in umgekehrter Ord⸗ 
nung nur einerley Product, wenn alle beyde ungenannte 
oder abſtracte Zahlen find. Die genannte Zahl 5 Pfun⸗ 
de iff ein Product, aber 1 Pfundmahl 5 kann man doch 
nicht ſagen. Seſbſt alsdenn, wenn das Wort . 

f pli 
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pliciren im allgemeinſten algebraiſchen Sinne genommen 
wird, muͤſſen doch beyde Factoren von einerley Art ſeyn, 
wenn die Verwechſelung ſtatt haben ſoll. Eine Linie mit 
einer Zahl dividirt giebt eine linie zum Quotienten: fraͤgt 
man aber, wie viel mahl eine Linie in einer andern ent⸗ 
halten ſey? ſo iſt der Quotient eine Zahl. Doch bleibt es 
in beyden Faͤllen richtig, daß Diviſor und Quotient in⸗ 
einander multiplieirt den Dividendus herſtellen. 


„ \ 

Nach diefen Begriffen ſcheint es unbedenklich, dak 
man auch die o als Factor gelten laſſen koͤnne. Denn 
7 mahl o iff darum o, weil 7 mahl Nichts auch Nichts 
iſt. Umgekehrt o mahl 7 iſt keinmahl 7, alſo ebenfalls 
Nichts. Die Anwendung des Begriffes vom Dividiren 
ſcheint nicht ſo leicht zu ſeyn, wenn der Diviſor Null 
ſeyn ſoll. Eine Zahl 12 in o gleiche Theile eintheilen, 
das iſt eine Redensart, die keinen Sinn zu haben ſcheint: 
auch ſcheint es, daß die Frage, wie viel mahl o in 12 
enthalten fey? keine verſtaͤndliche Antwort zulaſſe. Wenn 
man ſich indeſſen daran erinnert, daß wir auch mit Bris 
chen dividiren, fo fällt das anſtoͤſſige jener Redensart 
ſchon einigermaſſen weg. Eine Zahl in ; gleiche Theile 
theilen, iſt ebenfalls keine recht verſtaͤndliche Redensart: 
foll die Diviſion eine eigentliche Theilung ſeyn, fo ſetzt das 
voraus, der Diviſor muͤſſe eine ganze Zahl ſeyn. Fraͤgt 
man dagegen fo: wie groß eine Zahl fey, die J mahl ge 
nommen 12 macht? ſo kann man antworten, daß es 36 
ſeyn muͤſſe. Hiebey haͤlt man ſich nur an den Umſtand, 
daß der Quotient mit dem Diviſor multiplieirt den Divi⸗ 
dendus herſtellen muͤſſe: ſo wird die Diviſion mit einem 
Bruch, deſſen Zaͤhler 1 iſt, eine Multiplication. mit dem 
Nenner, weil die Multiplieation mit einem ſolchen Bruch 
in der That eine Diviſion mit ſeinem Nenner war, 


12. §. 
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Dieſer Redensarten find wir ſchon ſehr gewohnt, 
und eben darum ſtoͤßt man ſich nicht mehr daran, obgleich 
das Verfahren ſelbſt grade das Gegentheil deſſen iſt, was 
man ſonſt dividiren nennt, wenn der Diviſor eine ganze 
Zahl iſt. Fraͤgt man, wie viel mahl F in 12 enthalten 
ſey? ſo haͤngt alles mit dem zweyten Begriff von der Di⸗ 
viſion noch beſſer zuſammen, wenn man ſagt, der Bruch 
3 ſey in jedem Ganzen 3 mahl alſo in 12 Ganzen 12 
mahl 3 mahl = 36 mahl enthalten. Offenbar wird bey 
dieſem Verfahren der Dividendus als ein Theil angeſehen, 
woraus man das Ganze unter dem Nahmen des Quotien⸗ 
ten wieder herſtellen foll: der Dividendus ſoll in feinem 
Ganzen ſo viel mahl enthalten ſeyn, als der Diviſor in 
ſeinem Ganzen. Den Diviſor ſtellen wir uns als einen 
aliquoten Theil eines Ganzen vor, der ſo und ſo viel mahl 
genommen das Ganze ausmacht, welches wir Eins nen⸗ 
nen, und eben fo viel mahl ſoll der Dividendus genom: 
men werden, damit das geſuchte Ganze entſtehe. Dieſe 
Entſtehung des Ganzen aus ſeinem Theile ſtellen wir uns 
als eine ſo lange wiederholte Addition vor, bis das Gan⸗ 
ze hergeſtellet iſt, oder welches einerley iſt, als eine Mul⸗ 
tiplication des Theiles mit der Zahl der Theile. Waͤre 
der Theil wirklich So, ſo wuͤrde das Ganze auf dieſe 
Art aus dem Theile nicht mehr entſtehen koͤnnen: denn 
wir ſtellen uns vor; daß m><o immer o bleibe, wie groß 
auch die Zahl m genommen werde. Wenn alſo das Gan⸗ 
ze fuͤr Eins angenommen wird, ſo kann zwar m mahl o 
nie S werden: es kann aber mn — ı bleiben, wenn 
m in eben dem Verhaͤltniſſe waͤchſt, in welchem n ab: 
nimmt. Es bleibt 2>< 5, 3, 100>< 188 


10000000 >< gascksos immer = 1; das heißt allgemein 


7 
ausgedruckt, es bleibt allemahl m>< za 


13. $ 
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Je gröffer die Zahl m angenommen wird, deſto naͤ⸗ 
I i ao N 
her kommt u der o. Weil wir nun viel zu ſehr ge⸗ 
wohnt find, allemahl an eine Zahl zu denken, die noch groͤſ⸗ 
. I 
fer werden kann, fo ſcheint es auch, daß nie —— = 0 


werden koͤnne: denn wenn dieſer Fall eintreten ſollte, ſo 

konnte m nicht mehr groͤſſer werden. Dem fey aber wie 

ihm wolle, wenigſtens muß man den Bedingungsſaß gel: 
1 8 ; 

ten laſſen: wofern Ber die Graͤnze o erreichen fol; fo 


muß m eine Menge werden, über die wir nicht hinaus⸗ 
zählen ; ja eine ſolche, die wir beym Fortzaͤhlen nie er⸗ 
reichen koͤnnen. Dieſen Bedingungsſatz drückt der Ana⸗ 


I 
lyſt in kurzen Zeichen fo aus; wenn 7 So werden ſoll, 
fo muß m= oo werden: er braucht eigentlich nur die 


Zeichen — und o als gleichgöltige Zeichen. Well nun 
E 


1 4 ‘ 
1 mit — dividirt, allemahl den Quotienten m giebt: fo 
iſt auch dieſer Bedingungsſatz wahr: wofern der Diviſor 
fs 
Ho werden foll, fo muß der Quotient = oo 


werden, oder eine Menge die man nicht mehr zählen kann. 
Demnach find auch dem Analyſten die Zeichen z und o 
gleichgiiltige Zeichen, und das will fagen, unter den mach? 
ſenden Zahlen giebt es keine mehr, welche anzeigen koͤnn⸗ 
te, wie der Quotient als ein Ganzes aus dem Dividen⸗ 
dus als Theil dieſes Ganzen entſtehen kann, weil es un⸗ 
i ter 
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ter den abnehmenden Zahlen keine mehr giebt, die anjete 


gen konnte, der wievielſte Theil von dem für Eins ange 


nommenen Ganzen dem Divifor gleich fey. 


14. f. 


Dieſen Schluͤſſen gemaͤß druͤckt das Zeichen es ei 
ne Menge aus, die man nicht mehr zaͤhlen kann, und es 
ift eben darum 8 = oo, weil es unter den Bruͤchen 2, 
3, 4, u. ſ w. feinen giebt, der es anzeigen koͤnnte, der 
wievielſte Theil die Null vom Ganzen ſey. Eben dar⸗ 


1 
um muß auch das Zeichen —- mit o, einerley ſeyn. 


Wenn man nicht mehr zaͤhlen kann, wie viel mahl ein 
Theil in ſeinem Ganzen enthalten ſey, ſo iſt er gar kein 
Theil des Ganzen mehr, er iſt das, was man mit o be⸗ 
zeichnet. Wofern man nun nicht ohne Moth Schwierig⸗ 
keiten machen will, wo gar keine find; fo folgt aus die⸗ 


ſem allen, daß man ſich die o als den letzten unter allen 
beſtaͤndig abnehmenden Bruͤchen vorſtellen kann, als einen 
Bruch, deſſen Zähler 1 iſt, deſſen Nenner aber die letz⸗ 


te unter allen ganzen Zahlen ſeyn muß, wovon man ſich 


in Verſtande einen Begriff machen kann. Dieſe letzte un⸗ 


ter allen ganzen Zahlen kann man beym Fortzaͤhlen nie er⸗ 


reichen, es iſt nicht die letzte die man angeben, ſondern 


die letzte, welche ſich der Verſtand vorſtellen kann, und 
alle denkbare Zahlen ſind alsdenn zwiſchen den beyden 


* i 
Graͤnzen o= — und o = enthalten. Was wir 


Eins nennen, befindet ſich in der Mitte zwiſchen dieſen 
“a . „ 2. 2 I 
beyden Graͤnzen. Mit o dividirest heißt nun mit 


dividiren, oder mit oo multipliciren, und fo hängt alles 


ganz vortreflich mit dem zuſammen, was man durch geo⸗ 
me⸗ 
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metriſche Zeichnungen ganz ſinnlich darftellen kann. Se⸗ 
cante und Tangente des rechten Winkels laſſen ſich mit 
dem Halbmeſſer nicht mehr ausmeſſen, weil ſich der Halb⸗ 
meſſer mit dem Coſinus nicht mehr ausmeſſen laͤßt. Die 
o und das Zeichen oo druͤcken richtige Begriffe des Ver⸗ 
ſtandes aus, was man fuͤr Woͤrter anſtatt dieſer Zeichen 
brauchen will, das iſt gleichguͤltig, wenn fie nur nicht 
ganz unſchicklich gewaͤhlt werden. Das Zeichen o ſpre⸗ 
chen wir ohne Bedenken durch Null aus, warum auch 
nicht das Zeichen oo durch das eingeführte Wort: Uns 
endlich groß? Es druͤckt eine nicht mehr zaͤhlbare Menge 
aus, das iſt der Gedanke, wer das Wort nicht brauchen 
will, der waͤhle ſich ein anderes. 


15. §. 

In dem Begriff von einer ausgedehnten geometri⸗ 
ſchen Gröffe liegt nichts, das uns noͤthigte, zugleich an 
den Umſtand mit zu denken, ob fie begraͤnzt, oder viel⸗ 
leicht wenigſtens zum Theil unbegraͤnzt fey. Der Begriff 
vom geometriſchen Raum uͤberhaupt iſt ja nicht der Be⸗ 
griff von der Kugel, der Pyramide, vom Wuͤrfel, vom Ke⸗ 
gel u. ſ. w. Der Begriff vom Flaͤchenraum iſt nicht der 
Begriff vom Dreyeck, vom Kreiſe, von der Ellipſe, u. ſ. 
w. alſo iſt der Begriff von einer Lange auch nicht der Ber 
griff von einer Linie mit feſtgeſetzten Graͤnzen. Der Be⸗ 
griff von einer Zahl uͤberhaupt iſt nichts weiter als die Vor⸗ 
ſtellung im Verſtande von einer Menge: daß dieſe Men? 
ge grade fo und fo vielemahl Eins enthalte, gehört fo wer 
nig in den Begriff von einer Zahl Überhaupt, als es in 
den Begriff eines Flaͤchenraums gehoͤrt, daß es ein Vier⸗ 
eck, oder ein Kreis ſey. Sonſt lehren die Philoſophen, 
daß alle ſoſche Begriffe, welche man den Gruͤnden der 
Vernunftlehre gemäß abſtracte Begriffe nennt, nur für 
die intellectuelle, nicht für die wirkliche Welt gehören, und 
daß es die Unmoͤglichkeit des Begriffes nicht beweifen wuͤr⸗ 
5 a de, 


3 
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de, wenn man einwenden wollte, der Begriff ſey ſo, wie 
ihn der Philoſoph in Gedanken bildet, in der wirklichen 
Welt nicht vorhanden. Selbſt die erſten Grundbegriffe 
der Geometrie, woran ſich niemand ſtoͤßt, find ja derglei⸗ 
chen abſtraete Begriffe. Ein Raum ohne Materie die 
ihn ausfuͤllt, eine Flaͤche ohne Raum den ſie begraͤnzt, 
eine linie ohne Flaͤche, wovon fie vielleicht einen Theil des 
Umfangs oder den ganzen Umfang ausmacht, ein Punct 
fuͤr ſich allein ohne eben als Anfangs oder Endpunet ei⸗ 
ner Linie gedacht; das alles find Vorſtellungen im Ber: 
ſtande, die man gelten laͤßt. Wenn man aber den Punet 
ohne die linie, die ſich damit anfängt oder endiget, den⸗ 
ken kann, warum auch nicht die linie ohne Anfangs: oder 
Endpunet? Warum auch nicht die Zahl als eine Menge 
von Einheiten, ohne die letzte Einheit, worauf man beym 
Fortzaͤhlen kommen muͤſte. Eine unendlich groſſe Zahl 
kann man nicht angeben, das heißt nichts weiter, als 
man kann ſie nicht mit Ziffern ſchreiben: eben darum 
muß man ein andres Zeichen dafuͤr waͤhlen, das den Ver⸗ 
ſtand an die richtige Idee davon erinnert. 


16. F. 


In der Mechanik iſt haufig die Rede vom bloß tra: 
gen Koͤrper ohne Schwere, vom Koͤrper der nur einen 
ſchweren Punct hat, worin das ganze Gewicht, ja die 
ganze Maſſe des Koͤrpers vereiniget iſt. Will man denn 
dergleichen Vorſtellungen darum auch fuͤr unmoͤgliche Be⸗ 
griffe erklaͤren, weil ſolche Körper auſſer dem Verſtande 
in der wirklichen Welt nicht vorhanden find? May 
braucht dergleichen abftracte, oder wie mart fie auch ſehr 
richtig nennen kann, hypothetiſche Begriffe, als Huͤlfs⸗ 
mittel zum Erfinden. Was iſt der Begriff vom mathe⸗ 
matiſchen Hebel in der Statik, worauf die ganze Wiſ⸗ 
ſenſchaft beruhet, anders als ein ſolcher hypothetiſcher 
Begriff? Eine grade unbiegſame Linie ohne a b 

et giebt 


5 
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giebt es dergleichen auſſer dem Verſtande? Bey dem allen 
iſt es eine ſehr fruchtbare Aktie heuriftica, das iſt wie ich 
glaube, das rechte logiſche Kunſtwort: denn die Anwen⸗ 
dung, welche man davon macht, iſt dieſe. Man fraͤgt, 
wenn die grade unbiegſame Linie, welche für fic) nicht 
ſchwer ſeyn ſoll, in der Mitte unterfhigt wäre, an bens 
den Endpuneten aber gleiche Gewichte hingen, was wuͤr⸗ 
de der Erfolg ſeyn? Die Antwort iſt, der Hebel wuͤrde 
ruhen, er würde weder ſinken, noeh ſonſt in Bewegung 
kommen; was aber feine Mitte unterſtuͤtzt, die Unterla⸗ 
ge, wuͤrde eben ſo viel Druck leiden, als wenn beyde an 
den Endpuncten der Hebelsarme haͤngende Gewichte un⸗ 
mittelbar auf den mittlern Punet druͤckten. Man kaun 
die Frage noch allgemeiner ſo faſſen: wenn nicht etwa nur 
eine grade unbiegſame linie, wenn ein bloß träger für fich 
nicht ſchwerer fefter Körper von welcher Geſtalt und Grif 
fe man will nur zwey gleich ſchwere Punete Härte, und 
wenn man ihn in einem Punct unterſtuͤtzen koͤnnte, der 
mitten in der graden Linie zwiſchen den beyden gleich ſchwe⸗ 
ren Puncten feine Stelle hätte, was wuͤrde der Erfolg 
ſeyn? Die Antwort iſt, der Körper würde nicht ſinken, 
ſich auch nicht um den unterſtuͤtzten Puneet umdrehen, 
ſondern völlig in Ruhe bleiben, die Unterlage würde aber 
eben ſo viel Druck leiden, als wenn der unterſtuͤtzte Punce 
allein ſchwer, und fein Gewicht fo groß wäre, als die 
Summe der Gewichte jener beyden ſchweren Punete zu⸗ 
ſammen, mithin fo groß, als das Gewicht eines jeden 
dieſer Punete doppelt genommen. Das leitet auf den 
Begriff vom Schwerpunct eines ſolchen Koͤrpers, der nur 
zwey ſchwere Punete haͤtte. Verfolgt man dieſe hypothe⸗ 
tiſchen Schlüffe weiter, fo kommt man auf den Begriff 
vom Schwerpunct eines ſolchen Körpers, der in allen 
Puncten ſchwer iſt, fo wie wir ihn in der Natur nur has 
ben koͤnnen. — = | 


7 


17. f. 
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17. §. 

Ich glaube, daß aus dieſem Beyſpiele zur Genuͤge 
erhelle, wie es möglich fey, aus angenommenen Bedin⸗ 
gungen viele wahre und richtige lehrſaͤtze herzuleiten, wenn 
gleich jene Bedingungen nicht in der wirklichen, ſondern 
nur in der intelleetuellen Welt vorhanden find. Dem: 
nach darf es auch nicht befremden, wenn der Mathema⸗ 
tiker fragt: was muͤſte aus dem Nenner eines Bruchs, 
wovon 1 der Zähler iſt, werden, wenn der Bruch So 
werden ſollte? Eine Zahl, die man eben darum nicht zaͤh⸗ 
len kann, weil keine letzte Einheit vorhanden iſt, eine fi: 
nie, die man eben darum nicht meſſen kann, weil ſie kei⸗ 
nen Endpunct hat, das find eben fo richtige hypothetiſche 
Begriffe des Verſtandes, als der Begriff von einem blos 
tragen Körper, der eben darum an jeder Stelle, wo man 
ihn hinbringt, auch ohne Unterſtuͤtzung in voͤlliger Ruhe 
bleibt, weil er nicht aus einer ſchweren Materie beſtehet. 


nei 1 
Wenn ein Bruch — So geſetzt wird, fo erhält er 
i x 


einen unter allen möglichen beſtimmten Werther, die er 
ganz allgemein bezeichnet, wenn fein Nenner x veränder: 


lich oder unbeſtimmt iſt: der mit dem Werth — =o 


: x 
gufammengehorige beſtimmte Werth des Nenners iſt 
x. Jener Werth iſt die eine, dieſer Werth die 
andre Craͤnze aller Werthe einer veraͤnderlichen Groͤſſe, 
die ſich der Bei ftand vorſtellen kann (14. §.). So er⸗ 
hellet, daß das unendliche oder unendlich groſſe mit dem 
unbeſtimmten (3. $.) nicht einerley ſey. Es giebt nur 
einen beſtimmten Werth x= oo, weil es nur einen be⸗ 


5 1 2 Beet 7 
ſtimmten Werth — =o giebt. 
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kein Widerſpruch. 
Se Ei 18. $. s | 
Der Begriff davon, was das Wort Gröffe uber, 
haupt bezeichnen ſoll, iſt aͤuſſerſt allgemein, und eben 
darum ſo ſehr einfach, daß er keiner ſolchen Deutlichkeit 
fähig iſt, wie man fodern muͤſte, wenn eine eigentliche 
logiſche Erklärung gegeben werden ſollte. Bey dem allen 
ſteht in den Schriften ſehr einſichtsvoller und verdienter 
Männer cine vermeinte Definition von der Groͤſſe, die 
man bald als Definition „bald in Form eines vermeinten 
Grundſatzes ausdruͤckt, und alsdenn wie man es gut fin⸗ 
det, Gebrauch davon macht, bald die Moͤglichkeit bald 
die Unmoͤglichkeit des Mathematiſch⸗ Unendlichen zu bee 
weiſen. Die Königlich Preuſſiſche Academie hat gewiß 
das letztere im Sinne gehabt, als in der oben mitgetheil 
ten Anzeige der Preisfrage die Stelle eingefloſſen ift: de 
grands Analyftes modernes avouent que les termes gran- 
deur iuſinie ſont contradictoires. Herrn Eulers Vortrag 
in den Iaſtitut. Calc. Diff. P. I. Cap. III. 5. 74. wird frey⸗ 
lich jeden fefer,. der ſich an dieſe Begriffe noch nicht ‚ger 
woͤhnt hat, ſtutzig machen. Es wird hier als Grundſatz 
vorausgeſetzt: jede Groͤſſe koͤnne ohne Ende vermehrt 
werden, ſo wie man auch bey mehrern andern Schrift⸗ 
ftelleen dic. vermeinte Erklrung findet: eine Groͤſſe fen, 
was vermehrt und vermindert werden kann. Aus je: 
nem vermeinten Grundſatze wird a. 4. O. gefolgert, es 
konne keine unendliche Gröſſe geben; denn dieſe konne 
eben darum, weil fie unendlich ſeyn ſolle, nicht weiter ver⸗ 
mehrt werden, es muͤſſe alſo die ſonſtz mögliche Vermeh⸗ 
rung ihr Ende, ſchon erreicht haben: vermoͤge jenes Grund: 
ſatzes aber konne jede Groͤſſe ohne Ende vermehrt werden, 
und eins widerſpreche dem andern. Im Aufange des 73. §, 
ſagt indeſſen H. Euler nur, ex eo ipfo, quod omnis 
B 2 quan- 


In dem Ausdruck: Unendliche Groͤſſe, liegt 
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quantitas in ihfinitum augeri poteſt, fequi videtur, nul - 
lam dari quantitatem infinitam; bald nachher aber heißt 
es: interim tamen non ſolum hujusmodi quantitatem, ad 
quam inerementis fine fine congeftis pervenitur, certo 
charactere indicare, ficque debito modo in caleulum in- 
ducere licet, ſed etiam in mundo ejusmodi caſus exifte- 
re, vel faltem concipi i St eda numerus infinitus 
actu éxiftere videatur. Das letzte foll aus der ins unend⸗ 
liche fortzuſetzenden Theilbarkeit der Materie erhellen: al⸗ 
lein dieſe fo fehr unfruchtbaren und durchaus unnuͤtzen Un⸗ 
terſuchüngen ſollte man laͤngſt der Vergeſſenheit übergeben 
haben. Wenn man gleich den Raum, den die Mate 
rie auszufüllen ſcheint, in Gedanken wie man will thei- 
len kann, ſo folgt doch daraus ſchlechterdings nicht, daß 
die Materie ſelbſt eben ſo theilbar ſey. Jene Vorſtellung 
gehört nur für die intellectuelle, und keinesweges für die 

wirkliche Welt. —. ack 

e cr 20/29 19. g. \ 

Ben dieſer ganzen Unterſuchung muß es gar nicht 
zur Frage kommen, ob auſſer dem Verſtande eine unend⸗ 
lich groffe Zahl, eine unendlich groſſe finie, Flaͤche, u. ſ. 
w. in der wirklichen Welt vorhanden ſey? genug wenn 
der Verſtand ſich fo etwas vorſtellen kann. (14. .) Soll 
der vermeinte Grundsatz gelten: jede Groͤſſe koͤnne ohne 
Ende vermehrt werden, ſo kann ſchlechterdings nur von 
einer noch ausmeſſbaren Groͤſſe, fo wie wir fie gewoͤhn⸗ 
lich uns im Verſtande vorſtellen, die Rede ſeyn, wie auch 
die vom H. Euler ſelbſt angeführten Exempel beweiſen. 
Iſt von einet Zahl die Rede, ſo denkt man ſich eine be⸗ 
ſtimmte Menge, fonft finnte man ja nicht noch 1 dazu 
addiren. Iſt von einer Linie die Rede, fo muß man ja 
noch an einen Endpunet denken, wenn man fie darüber hin⸗ 
aus verlängern will. Im Grunde iſt das nichts anders, 
als die Ste Foderung im 1. Buch beym Euelides, welche 
in 
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in der bekannten ſehr genauen und richtigen Ueberſetzung, 
welche wir dem Herrn Lorenz zu danken haben, ſo gefaßt 
iſt: man fodre, eine begraͤnzte grade Linie ſtetig in glei⸗ 
cher Richtung zu verlaͤngern. Der Beweis des 1. Sur, 
fed im 10 Buch beym Euclides gründet fich auf eine uͤhn⸗ 
liche Goderung. Wenn A und B ungleich find, und A 
fo klein als man will, B fo groß als man will, angenom⸗ 
men wird; fo kann man doch A mit einer ſo groſſen ganz 
zen Zahlen multiplieiren, daß nA wird. Offenbar 
ſetzt das voraus, B muͤſſe noch ausmeßbar ſeyn. 


Le 20. 9. ' 

Jeder, der an das richtige philoſophiſch mathemati⸗ 

fhe Denken gewohnt iſt, muß Hrn, Euler völlig Beyfall 
geben, wenn er ſich a. a. O. 82. H. ſo erklart: etiammſi 
quis neget, in mundo numerum infinitum reyera exilte- 
re, tamen in fpeculationibus mathematicis ſaepiſſime oc- 
currunt quaeftiones, ad quas nifi numerus infinicus (mene, 
te conceptus wuͤrde ich hinzuſetzen) admittatur, refponde- 
ri non poſſet. Jener vermeimte Grundſatz iſt wenig⸗ 
fens in der Allgemeinheit genommen falſch, wie man, 
ihn hier anwenden will, und man kann ihn ohne Umſtaͤn⸗ 
de ſchlechterdings verwerfen: denn man iff eben fo gut ber, 
rechtiget feſtzuſetzen, jede Groͤſſe koͤnne ohne Ende ver⸗ 
mindert werden. Daraus wuͤrde alſo folgen, es ſey un⸗ 
möglich, daß eine Groͤſſe So werden koͤnne, denn hie⸗ 
mit hätte ja die Verminderung ein Ende. Man muß 
nur aus den mathematiſchen Speculationen die Folge nicht 
ziehen, dari revera quantitatem infinitam, oder nume- 
rum infinirum ałtu exiſtere, wie es H. Euler ausdruͤckt. 
Die Sache gehört für die intellectuelle, nicht für die wick 
liche Welt, wie alle abftracte Unterſuchungen; es iſt ein 
Vortheil der Bezeichnungskunſt, eine Abkuͤtzung des Bors 
trages, der ſonſt in vielen Faͤllen ermuͤdend weitlaͤuftig 
ausfallen würde, Wenn alſo vielleicht einige groſſe neue⸗ 
3 re 
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re Analyſten ſich fo erklärt haben, als faͤnden fe einen 
Widerſpruch in dem Ausdruck unendliche Groͤſſe; fo baz 
ben fie die Sache nicht in dem rechten Geſichtopunet ber 
trachtet. , 
® Bun ae Be 
Es iſt in einem gewiſſen Sinne richtig: jede Groffe, 
die noch nicht =o iſt, kann ohne Ende vermindert wer⸗ 
den, wenn nemlich die Verminderung nach dem Gele 
erfolgen ſoll, wie es eine Reihe von Bruͤchen wie 2, 3, 
2, „ Uf. f. angiebt, oder die geometriſche Reite 2, 5, 
2/ 16 / u. ſ. f. Daraus aber folgt ja nicht, daß die Ver⸗ 
minderung nach keinem andern Geſetz ihr Ende erreichen 
koͤnne. Vermittelſt der Subtraction iſt jede Groͤſſe bald 
auf o gebracht, womit die Verminderung ihr Ende 
nimmt. Eben ſo iſt es auch in einem gewiſſen Verſtande 
richtig: jede Groͤſſe, die weder o noch unbegraͤnzt iſt, 
kann ohne Ende vermehrt werden, wenn ſie ſo aus einer 
andern als einem Maaſſe entſtehen ſoll, wie eine Zahl 
aus ihrer Einheit. Was wir Eins nennen, oder für ein 
Maaß nehmen, iſt etwas das ſeine beſtimmte Groͤſſe, 
ſeine Graͤnzen hat Man mag alſo dieſes Maaß ſo viel 
mahl als man will zuſammen ſetzen, was daraus wird iſt 
immer noch begraͤnzt. Eben darum kann die Tangente 
und Secante des rechten Winkels nicht aus dem Halb: 
meſſer, wie eine Zahl aus ihrer Einheit entfiehen, und 
grade das druͤcken die Zeichen aus tang. 90 e o, fee. 
90 0. Daraus folgt aber nicht, daß das Wachs 
ſen der Tangente und Secante nicht nach einem andern 
Geſetz ein Ende erreichen koͤnne Die Secante als Hy⸗ 
pothenuſe eines rechtwinklichten Dreyeckes kann aus der 
gegen die Grunblinie geneigten Lage in die ſenkrechte fa: 
ge kommen, und hiemit hat das Wachſen der SGecante 
und Tangente ein Ende. 


Das 
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Das anftöffige der gemeinen Lehre vom 
Unendlichen. 
22. H. 

Das alles, wird man vielleicht erwiedern, koͤnnte 
man gelten laſſen, wenn die Mathematiker ihr Spiel 
mit dem Unendlichen nicht weiter trieben. Man findet 
aber in ihren Schriften nicht allein unendlich groſſe, ſon⸗ 
dern auch unendlich kleine Groͤſſen, und wenn man ih⸗ 
ren Verſicherungen trauen darf, ſo kann ein unendlich 
groſſes doch unendlichemahl kleiner als ein andres unend⸗ 
lich groſſes, auch ein unendlich kleines unendliche mahl 
groͤſſer als ein andres unendlich kleines ſeyn. Ueberhaupt 
haben die Mathematiker ſo viele unendlich groſſe und un⸗ 
endlich kleine als endliche Groͤſſen, ſie haben ſo gar un⸗ 
endlich viele Ordnungen unendlich groſſer und unendlich 
kleiner Dinge: ja wenn ein unendlich groſſes ſchon wer 
weiß wie viele mahl unendliche mahl auf einander gehaͤuft 
iſt, ſo ſoll es doch wieder ſo viel als Nichts gegen ein an⸗ 
dres Unendliches ſeyn. Das heißt doch recht dem menſch⸗ 
lichen Verſtande Gewalt anthun. Entweder ſie reden 
mit Fleiß eine geheimnißvolle Sprache, wie die Alchymi⸗ 
ſten, damit ein Ungeweiheter ſie nicht verſtehe, oder ſie 
lehren das ungereimteſte Zeug, was wider allen geſunden 
Menſchenverſtand iſt. 


23. §. f 

Ich habe nicht viel dagegen einzuwenden, wenn 
man weiter ſchlieſſen will, das letzte fen doch von Maͤn⸗ 
nern, welchen man ſonſt groſſe Einſichten zutrauet, nicht 
zu vermuthen: alſo muͤſſe wohl das erſte wahr ſeyn. 
Jede Kunſt, jede Wiſſenſchaft, hat ihren eigenthuͤmli⸗ 
chen Sprachgebrauch, ihre techniſche Sprache, die jeder 
lernen muß, der ſich in den Geheimniſſen der Wiſſen⸗ 
ſchaft will einweihen laſſen. Mit der Wiſſenſchaft, die 
N B 4 man 
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man Analyſis des Unendlichen nennt, hat es ohnehin noch 
eine ganz eigene Bewandniß. Wer Sache und Sprache 
recht gruͤndlich verſtehen lernen will, der muß ſchon mit 
noͤthigen Vorkenntniſſen verſehen, er muß im eigentlichen 
Sinne ein Geweiheter des Ordens der Mathematiker ſeyn, 
und ſich bis zu einer gewiſſen Stufe dieſes Ordens empor 
gehoben haben. Der Koͤnig von Preuſſen legte einmahl 
dem Herrn von Maupertuis die Frage vor: was die Difs 
ferentialrechnung ſey, die Erwiederung des H. von Mau⸗ 
pertuis befriedigte den Koͤnig vollkommen: es habe mit 
der Differentialrechnung eben die Bewandniß, wie mit 
dem Geheimniſſe der Freymaͤurer, wer das wiſſen wolle, 
der muͤſſe ſelbſt Mitglied des Ordens ſeyn. 


24. §. i 

Wer indeſſen meine bisher im Druck erſchienenen 
Schriften geleſen hat, der wird daraus ſchon haben abz 
nehmen koͤnnen, daß der ſehr haͤufige Gebrauch der Aus⸗ 
druͤcke vom Unendlichen, beſonders vom Unendlichkleinen, 
und die gewöhnliche Einkleidung der ſonſt richtigen Grins 
de der ſogenannten Analyſis des Unendlichen auch ſelbſt 
dieſer Nahme für die Wiſſenſchaft, die eben fo gut hihes 
re Analyſis, oder ſchlechthin Mathematiſche Analyſis 
heiſſen kann, meinen Beyfall nicht habe. Was man 
immer noch Analyſis des Unendlichen nennt, das beru— 
het mit der gemeinen Analyſi und Algebra auf völlig ei⸗ 
nerley Gruͤnden, es iſt eine zu mehrerer Vollkommenheit 
gebrachte Algebra, ſo wie die gemeine Algebra eine zu 
mehrerer Vollkommenheit gebrachte Regel Coß war. Lan⸗ 
ge habe ich ſchon gewuͤnſcht, und wuͤnſche es jetzo mehr 
als jemahls, daß man früher angefangen hätte, dieſe uns 
eigentliche Sprache zu vermeiden. Die Wiſſenſchaft ver⸗ 
liert ihre gröfte Schönheit, die Deutlichkeit und das voll⸗ 
kommen uͤberzeugende des Vortrages. Man redet nicht 
etwa nur in demjenigen Theile der Mathematik, der 15 
n⸗ 
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Unendlichen den Mahmen führe, dieſe Sprache, man 
kleidet ganz unnoͤthigerweiſe den Vortrag der ſchoͤnſten 
Theorien in der Elementargeometrie eben fo ein. Einer 
der neueſten Schriftſteller belehrt uns ſogar, daß wir 
gleich beym Vortrage der allererſten Elementarſaͤtze den 
Anfänger mit unendlichen linien und unendlichen Flächen 
unterhalten und ihn davon belehren muͤſſen, daß eine uns 
endlich groffe Flaͤche gleichwohl eine wahre Null in Bere 
gleichung mit einer andern unendlich groſſen Flaͤche ſey. 
Das wird in einem hohen Tone als ſcharf demonſtrirte 
Wahrheit angekuͤndiget, wenn gleich in dem vermeinten 
Beweiſe fo ſchlimme Fehler mit unterlaufen, daß auch 
der fie fiir Fehler anerkennen muͤſte, der die ganze gemei— 
ne lehre vom Unendlichen dem Buchſtaben nach für wahr 
hielte. 


25. §. 

Ich meine, daß ich in meinen bekannten Schriften 
an mehr als einer Stelle deutlich genug gewieſen habe, 
was die freylich ganz uneigentliche Sprache, die man in 
der Differentialrechnung eingefuͤhrt hat, ſagen wolle, und 
wie man, um allen Anſtoß zu vermeiden, richtiger reden 
koͤnne, (Mathefis Theor. Elem. atque Sublimior, Anal. 
Math. Sect. VI, $. 70-78. lehrbegriff der geſammten 
Mathem. 4 Theil, im VI. Abſch. der Mech. im 103. 
107. 108, §. Beytraͤge zur Aufnahme der Mathem. 
ates Stuͤck, 1 Abhandlung, und an andern Stellen 
mehr). In dem Handbuche der Analyſis und höhern 
Geometrie, welches mit dieſer kleinen Abhandlung zu⸗ 
gleich die Preſſe verlaffen wird, findet man die ganze Ga: 
che im 25. 26. und 27. §, die Ausdruͤcke von Unendlich 
kleinen ſind daſelbſt gar nicht gebraucht, und doch iſt auf 
zweyen Seiten alles geſagt, worauf das beruhet, was 
man Analyſin des Unendlichen nennet. 5 


B 5 26. f. 
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MIA, Br 

Es ſcheinet, daß der Herr Verfaſſer der Anfangs⸗ 
gruͤnde der Differenzial⸗ und Integralrechnung zum 
Gebrauch der Ingenieurs und Artilleriſten, Halle 
1784, meine obenangefuͤhrten Schriften, die doch zum 
Theil vor mehr denn zwanzig Jahren ſchon im Druck er⸗ 
ſchienen ſind, nicht gekannt habe, ſonſt wuͤrde er in dem 
Vorberichte 2. u. 3. S. nicht ſo reden, als wenn er 
wohl gar der erſte ſey, der einen Verſuch mache, ob man 
die Differentialrechnung nicht vortragen koͤnne, ohne die 
Begriffe von unendlich kleinen Groͤſſen mit einzumiſchen. 
Deutſchland haͤtte doch woh mehrere Anleitungen zur 
Differential- und Integralrechnung aufzuweiſen, welche 
Ingenieurs und Artilleriſten fo gut gebrauchen koͤnnten, 
als die kurz vorhin angefuͤhrten nach dem Cours de Ma- 
thematiques par M. Bézour verfaßten Anfangsgruͤnde. 
Des Herrn Tempelhoff Anfangsgründe der Analyſis 
des Unendlichen zum Gebrauch der Koͤnigl. Preuß. Ar⸗ 
tillerie, Berlin und Stralſ. 1770. find mit verdienten 
Beyfall aufgenommen worden, und dieſe haͤtten doch we⸗ 
nigſtens eine Erwehnung verdient. Wer im 6 und 7 
Abſchnitt der Tempelhoffſchen Analyſis unter mehrern an⸗ 
dern Stellen beſonders den 364 H. geleſen hat, und in 
jenen nach Bezout entworfenen Anfangsgruͤnden den 12 $. 
damit vergleicht, der wird die Aehnlichkeit des Vortrages 
des ſpaͤtern Schriftſtellers mit dem Vortrage des fruͤhe⸗ 
ren nicht verkennen. Beſſere Aufklaͤrungen findet der In⸗ 
genieur und Artilleriſte bey dem neuern Schriftſteller ge 
wiß nicht, als er ſchon im Tempelhoffſchen Werke und 
mehrern andern finden konnte. Wenn es auf richtige be⸗ 
ſtimmte und deutliche Darſtellung der Grundbegriffe und 
Grundfäße ankommen ſoll; fo dürfte das Tempelhoff⸗ 
ſche lehrbuch, vornemlich der ſchon angeführte Sfte und 
Ite Abſchnitt deſſelben, immer noch den Vorzug be⸗ 
halten. i ' 
27. §. 
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ig feo 

Uebrigens find die Beſchuldigungen, welche der neue⸗ 
re Verfaſſer der Anfangsgruͤnde von 1784 im 15 f. 19. S. 
andern Schriftſtellern zur taft leget, daß fie unendlich klei⸗ 
ne Groͤſſen angenommen, und aus einem unmathematt- 
ſchen Grundſatz die Regeln der Differentialrechnung ber 
geleitet haben, viel zu unbeſtimmt, und haben den Uns 
ſchein einer Allgemeinheit, wodurch ſie ſehr ungerecht 
werden. Kannte denn der H. Verfaſſer auch die Kaͤſtne⸗ 
riſchen Schriften nicht? In dieſen haͤtte er die vollkom⸗ 
menſte Belehrung daruͤber finden koͤnnen, wie man die 
bisher uͤblich geweſene Sprache beybehalten, und dem un- 
geachtet die Lehren ſelbſt mit völliger geometriſchen Schaͤr⸗ 
fe und Deutlichkeit vortragen koͤnne. Daß die vom Ber⸗ 
ge und dem darauf liegenden Sandkorne hergenommene 
Erläuterung nicht befriedigend ſey, iſt Feine unſerm H. 
Verfaſſer eigene Bemerkung. Hr. Seon Euler hat es in 
der Vorrede zu den Inſtit. Cale. Diff pag. XII. ſchon erin⸗ 
nert, und Herr Hofr. Kaͤſtner in den Anfangsgruͤnden 
der Analyſ. des Unendl. am Ende des 45. §. 28. S. eben: 
falls. Am letztern Orte wird zwar nur erwehnt, daß H. 
v. Wolff dieſe Vorſtellung gebraucht habe: aber H. v. 
Leibnitz ſelbſt hat aͤhnliche Vorſtellungsarten gebraucht, 
(G. G. L. Obfervatio — de vero fenfu Methodi infinite. 
fimalis, in den Actis Eruditorum A. 1712. pag. 6g.) 
und H. v. Wolff hat ſie vermuthlich daher entlehnt. Die 
Gruͤnde worauf H. v. eibnitz und andre, die ihm folgten, 
die Differentialrechnung gebauet haben, ſind keinesweges 
unmathematiſch, ſondern hoͤchſtens nur die Sprache. 


2g. F. 

Dem angehenden Mathematiker iſt es um deswillen 
noͤthig, daß er dieſe ſonſt üblich geweſene Sprache verfte: 
he, weil er ſonſt in andern Schriften, woraus er ſeine 
Kenntniſſe ſehr vermehren kann, oft Stellen finden wird, 

die 
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die ihm Anſtoß verurſachen muͤſſen. Man kann ihm 
auch leicht in einer oder einigen wenigen Anmerkungen das 
ſagen, wie er dieſe Sprache verſtehen muͤſſe. Um aber 
Mißdeutungen und falſche Anwendungen zu verhuͤten, um 
angehende Mathematiker mit der Wiſſenſchaft gleich an⸗ 
fangs in ihrem ganzen lichte bekannt, und eben dadurch 
auch um ſo mehr behutſam zu machen, wenn ſie ſelbſt ih⸗ 
te Kräfte verſuchen und als Schriftſteller auftreten wol⸗ 
len, vermeide man lieber wenigſtens in den Handbuͤchern 
der Analyſis und hoͤhern Geometrie die etwas anſtoͤſſige 
Einkleidung der dahin gehörigen lehren in die Ausdrucke 
vom Unendlichen. In den Elementarbuͤchern der Geo⸗ 
metrie und Rechenkunſt iſt es durchaus unnoͤthig, dieſe 
Sprache zu reden: ja ich getraue mir vermoͤge meiner 
mehr als zwanzigjaͤhrigen Erfahrung zu behaupten, daß 
es ſchaͤdlich ſey. Nicht blos mittelmaͤſſige ſondern auch 
ganz faͤhige Köpfe finden gewiß allemahl daben Anſtoß, 
und wenn ſie ſich daruͤber wegſetzen, ſo gewoͤhnen ſie ſich 
an undeutliche Vorſtellungen, die ihnen hinderlich werden, 
wenn ſie einem beſſern und richtigern Vortrage folgen 
wollen. Faſt bin ich auch geneigt zu glauben, die Kö: 
niglich Preußiſche Academie habe durch die vorgelegte 
Preisfrage eine naͤhere Veranlaſſung zu einer Vereinba⸗ 
rung der guten mathematiſchen Schriftſteller geben wol⸗ 
len, daß man endlich einmal jene uneigentliche Sprache 
vermeide. Man kann ja voͤllig mathematiſch richtig, und 
doch wie ich zu behaupten wage, noch kuͤrzer und buͤndi⸗ 
ger reden, ohne die Unterſuchungen, welche man ſo gern 
mit den Ausdruͤcken vom Unendlichen durchwebt, zu er⸗ 
ſchweren, oder zu verlaͤngern. Eines andern neuen 
Grundſatzes, den die Academie zu fodern ſcheint, beduͤr⸗ 
fen wir nicht: die ſichern deutlichen und wahrhaft mathe⸗ 
matiſchen Gruͤnde, worauf alles beruhet, ſind ſeit der 
Zeit, da die Erfinder ihre Entdeckungen bekannt gemacht 


haben, ebenfalls bekannt geweſen. Ich zweifle nicht, daß 
s der 
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der noch weiter folgende Vortrag dieſe Behauptungen ger 
gen alle Einwendungen ſicher ſtellen werde. 


Vom Unendlichkleinen und den Rechnungsregeln, 
die unendlichkleine Gröfen vorauszuſetzen 
ſcheinen. 


b 29. F. 

Der Ausdruck Unendlichklein rührt von der Vorſtel⸗ 
lung her, wie vermittelſt der Diviſion eines Ganzen mit 
einer veränderlichen beſtaͤndig wachſenden Zahl der Quo⸗ 
tient der Graͤnze O immer näher gebracht, alſo kleiner als 
jeder noch zu beſtimmende Bruch werden kann. Sie iſt 
der Vorſtellung ganz aͤhnlich, wie vermittelſt der Divi⸗ 
ſion mit einer veraͤnderlichen beſtaͤndig abnehmenden Zahl 
der Quotient groͤſſer als jede noch zu beſtimmende Gröffe 
werden kann, fie fey fo groß als man will (14. .). Kurz, 


man wwaͤhlte für das Zeichen = So den Ausdruck un⸗ 

W «aE Zap 

endlich klein, weil man fiir. das Zeichen = © den 
be} 8. 6 2 Onis 

Ausdruck unendlich groß gewaͤhlt hatte. Ehemalige Bor: 

ſtellungen von der Sache koͤnnten dem leſer Zweifel uͤbrig 

laſſen, ob ich auch berechtigt fey, das Zeichen a ſchlecht⸗ 


0 mit o fuͤr gleichguͤltig anzunehmen. Um ſolchen Zwei⸗ 
eln zu begegnen, muß ich an die oben als Beyſpiel ge 
1 


brauchte ſehr bekannte trigonometriſche Formul 

= cof. & erinnern. Wenn & = 90° iſt, ſetzt man 
ge 1 f 

fec, c r c, alſo col. 90°. Nach aller Geſtaͤnd⸗ 


niß 
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niß bezeichnet — das Unendlichkleine, und nach aller 


Geſtaͤndniß iſt cof 90° So, alſo kann > kein Mit: 
telding zwiſchen Nichts und Etwas ſeyn. 
% 6 
Wenn ich nun vorausfeße, daß — nichts mehr 
oder weniger als o bedeutet, fo verſteht es ſich von ſelbſt, 
daß 1 4 sa Sa fey, oder daß — 


in allen ſolchen Faͤllen aus einer Formul wegfallen muͤſſe, 
wenn die o ſelbſt, oder was vielleicht damit multiplieirt 
iſt, wegfallen muß. Das iſt es, was die Regel ” 
gen will: 

Das Unendliche eine erſchwirde in Vergleichung mie 

dem Endlichen. 

Vormahls mogte man dieſe Regel noͤthig haben, jetzt if 
fie. ganz uͤberfluͤſſig. Wenn man bey Anwendung der 
Differentialrechnung auf die Geometrie oder andre Theile 
der Mathematik x dx, y dy y nimmt; fo 
liegt allemahl die Vorausſetzung zum Grunde, daß dx 


1 222 : : 
oder dy ſoviel al. u mithin nichts anders als o fen. 


Die ehemaligen Zweifel dagegen rühren von den ganz un⸗ 
deutlichen Begriffen her, die man ſich davon Wan was 
dx, dy, eigentlich bedeuten ſolle. 


31. F. 

Es ſey y Sax bx rex T.., und 2 
ae N ſo muͤſſen y und z beyde Do 
werden, wenn man * 20 ſetzt. Dagegen iſt der Expo⸗ 

nent 


! 
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| Ibex 
nent des Verhaͤltniſſes — e abe Bar und 
z . £+¢x-+hx’+.... 


x ER a 
diefer wird = ce wenn man x==o fest: in allen an⸗ 


dern Fallen aber ft der Werth des Exponenten Sul 
# . 2. 


von 2 verſchieden. Wenn nun gleich in dem Goll 


xo nicht weiter gefragt werden kann, wie viel mahl z 
in y enthalten fen? weil, es ſich von ſelbſt verſteht, daß 
alle Mullen einerley ſind, und weiter keine Groͤſſe haben, 
die man vergleichen koͤnnte; fo laͤßt ſich doch oft durch anz 
dre Schlußfolgen beweiſen, daß der letzte Werch des Ex⸗ 


ponenten fur den beſondern Fall o dem Expo: 
2 : 


nenten des Verhaͤltniſſes zweyer andrer Griffen gegen ein⸗ 
ander, welches man eigentlich ſuchte, gleich ſeyn muͤſſe. 
Eben dieſe Graͤnze des Verhaͤltniſſes y: 2 ſtellte man fich- 
ſonſt als das Verhaͤltniß der dem eingefuͤhrten Sprachge⸗ 
brauch gemäß nun unendlich klein gewordenen Groͤſſen 
y:z vor, und in dieſem Sinne konnte man jo reden, 
als wenn die eine unendlich kleine Gräfe 2 in der an⸗ 
dern y fo und fo viel mahl enthalten fey, oder als wenn 
zwiſchen zweyen unendlich kleinen Groͤſſen jedes endliche 
Verhaͤltniß ſtatt haben könne. Von dergleichen Re⸗ 
densarten ſagt H. v. Leibnitz ſelbſt in den Adis Erud. 
Lipf. A. 1712. pag. 167. commoditati expreflionis ſeu 
breviloguio mentali infervimus, fed non niſi toleranter 
dera loquimur, quae explicatione rigidantur. Eine an- 
dre kurz vorhergehende Stelle lautet fo; Porro ut nego 
— ita etiam nego proprie dari numerum- infinitum vel 
infinite parvum, Etſi Euclides faepe, fed faho ſeuſu, 

é de 
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de linea infinita loquatur. Infinitum continuum vel dif- 
eretum proprie nee unum nee totum nee quantum eſt, 
etſi analogia quadam pro tali a nobis habeatur; ut verbo 
dicam eft modus loquendi. Hiemit wird deutlich genug 
geſagt, daß man die Ausdruͤcke nicht nach dem bloſſen 
Wortverſtande nehmen muͤſſe, alſo muß man auch fo bil: 
lig ſeyn, und weder dem H. von leibnitz, noch andern 
Männern, die feinen Sprachgebrauch angenommen ha; 
ben, die anſcheinenden Widerſpruͤche zur Laſt legen. 


32.20. i 
Uebrigens iſt es ſehr bekannt, daß H. von feibniß 
nie ein eigentliches Syſtem von ſeiner neuen Analyſis ge⸗ 
liefert, vielmehr das explicatione rigidantur andern uͤber⸗ 
laſſen habe. Auch H. Mewton hat die Ausdrucke infinite 
magnum, infinite parvum, die zu der damahligen Zeit 
nicht mehr ungewöhnlich waren, zuweilen in feinen Vor: 
trag einflleſſen laſſen: er. erklärt ſich aber gleich im 1. Ab: 
ſchnitt des 1. Buches der Principiorum Phil. Nat. Ma- 
them. ſehr beſtimmt und deutlich darüber, wie er die Seh: 
ren, welche er in dieſe Sprache einkleidet, wolle verſtan⸗ 
den wiſſen. Man darf nur das dem 11. Lehnſatz beyge⸗ 
fuͤgte Scholion geleſen haben, ſo weiß man, worauf alles 
ankomme, und daß ſeine Vorſtellungen von der Sache 
grade diejenigen find, die ich im vorigen F. angezeiget ha: 
be. Im aten Lehnſatz des II. Buches kommt die Sache 
nochmahl vor, die erſten Grundregeln der hoͤhern Analy- 
ſis werden hier ebenfalls auf die Begriffe von den Graͤn⸗ 
zen veraͤnderlicher Verhaͤltniſſe zuruͤck geführt. Die Mech: 
nungsregeln ſind an ſich voͤllig einerley mit den Rechnungs⸗ 
regeln der gemeinen Algebra, alles uͤbrige kommt nur dar⸗ 
auf an, daß man richtige Anwendungen davon zu ma⸗ 
chen wiſſe. Den einzigen Grundbegriff davon, was ei⸗ 
gentlich Graͤnze eines Verhoͤltniſſes fey, worauf ſich die 
Sache allemal zuruͤckfuͤtren laffec, faſſet jeder angehen: 
3 de 
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de Analyſt ſehr leicht, ſo bald er nur in der Buchſtaben⸗ 
rechnung, und in der Aufloͤſung vornemlich geometriſcher 
Probleme mit Hilfe der einfachen und quadratiſchen Glei⸗ 
chungen einige Fertigkeit erlangt hat. Die etwa noͤthi⸗ 
gen Beweiſe davon, daß ein Verhaͤltniß, welches man 
bey Aufloͤſung einer vorgelegten Aufgabe ſucht, der Gran: 
ze irgend eines andern veraͤnderlichen Verhaͤltniſſes, die 
man nach den bekannten Regeln findet, gleich fey, find - 
fo völlig einleuchtend, als man es von wahrhaft mathema⸗ 
tiſchen Beweiſen nur immer fodern kann. Als leicht zu 
uͤberſehende Beyſpiele davon vergleiche man in meinen An⸗ 
1 der Analyſis und höhern Geometrie den 46. 
48. 67. % 


4 33.6 
Ein Bruch, wie sh altem = ET, 
X 


ax+bx? 4 


fx £ 
wird bey eben der 


es mag x ſeyn was man will: alſo wird 
8 ax-Tbx' 
ax 


wenn man x= o ſetzt, und 


Vorausſetzung = 1. Will man nun das verſchwindeu⸗ 
de x unendlich klein nennen, und x? o ein Unendlich⸗ 
kleines einer hoͤhern Ordnung, fo kann man 1.0 = 
a.0+b.0? ſchreiben, und überhaupt a. On S a. On. Ib. Onfm 
wenn n und m pojitive Zahlen find. Das iſt alsdenn die 
ehemalige Regel: 

Das Unendlichkleine einer hoͤhern Ordnung verſchwin⸗ 
de in Vergleichung mit dem Unendlichkleinen einer nie⸗ 
dern Ordnung. ; 

Wir beduͤrfen aber dieſer Regel fo wenig, als der 
. — des 30. § Denn aus dem Zähler des Bruchs 
ax X 


fx 


fallt, wenn man x So ſetzt, der zweyte 
a C Theil, 
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Theil, welcher den Factor b hat, nicht deßwegen weg, 
weil x? unendliche mahl kleiner als x wird, ſondern weil 
alsdenn nach den bekannteſten Rechnungsregeln in dem 


a+bx : 
das Product bx im Zähler 


gleichgältigen Bruch 


für fich ſchon So iſt. Zuverlaͤſſig iſt o', os, nicht mehr 
oder weniger Mull, als es das Zeichen o auch ohne Ex: 
ponenten anzeigt. Wer bey den Ausdruͤcken o', 0%, was 
anders zu denken glaubt, der laͤßt ſich durch die Zeichen 
verführen, und bedenkt nicht, daß o keine Groͤſſe mehr 
ſey, die ſich noch auf eine Potenz erheben lieſſe. Ein ge⸗ 
uͤbter Rechner fieht gleich von ſelbſt, daß er den zweyten 
ax+-bx? 
Theil im Zähler des Bruchs ar pees weglaſſen müffe, 
x 
wenn er den Werth des Bruchs für xo wiſſen will. 
Auch aus einem Bruch unter der allgemeinen Form 
axt-Lbxmtn exm+np 3 A 
ee ee dA fallen im Zähfer und Nen⸗ 
fom Tgum fa Thx Pa... 

ner alle Glieder nach dem erſten bey eben der Vorausſetzung 
weg. Mur das und nichts weiter will die Regel ſagen, 
das uͤbrige iſt Spielwerk mit Worten, und die Regel 
ſelbſt iſt ganz unnuͤtz, ja ſchaͤdlich, weil fie nur Berwir- 
rung anrichtet. 


Wahrer Sinn der Nechnungsregeln mit dem 
Unendlichgroſſen. 


34. §. 

Fur das Unendlichgroſſe hat man eine Regel, die 
der Regel für das Unendlich kleine im 30. §. ganz aͤhn⸗ 
lich zu ſeyn ſcheint: 

Das Endliche, heißt es, verſchwinde in Vergleichung 
mit dem Unendlichen. 8 
Die⸗ 
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Dieſe Regel hat aber einen ganz andern Sinn als jene 
Regel des 30. §, ſie kann ſehr leicht mißverſtanden wer⸗ 
den, und hat eben darum auch mehr als jene Regel zu 
fehlſamen Anwendungen Anlaß gegeben. Es mare ſchlech⸗ 
terdings falſch, wenn man ſchlechthin es Ta = es ſetzen 
wollte. In ſolchen Fällen, wenn man auf eine Gleichung 
von dieſer Form kommt oo ba = o, darf man nicht 
auch o = oo annehmen, und nun dieſe Gleichung von 
jener ſubtrahiren, da dann die Schlußfolge a So fom: 
men würde, Eben fo wenig kann man aus der Glei⸗ 
chung o a = oo unmittelbar die Folge a co — co 
So ziehen. Die Regel will nichts weiter ſagen, als daß 


a 1 f I 
. ſey, weil Y nicht anders iſt, als a. So. 


» > ) b , 5 
Wenn eine Sormul wie y = HE, oder y = = ei : 


vorkommt; ſo weiß man, daß auch im erſten Fall yes 
+a:x ax 
ey. 
725 ſey. Will 


„oder im zweyten Fall y = 
man nun wiſſen, was y werden muͤſte, wenn x unend⸗ 
lich groß werden koͤnnte, fo ſetzt man x oo, und ers 


i b . 
- hält in beyden Fällen y = — Die Griffen a und g 


fallen unter dieſer Bedingung aus der Rechnung weg, 
nicht darum, weil fie in Vergleichung mit bx und fx Nul⸗ 
x a I 
len find, ſondern weil — = a.—., fo wie er =. 
x x x 


I N ; ‘ 
—, ſich in a. o und g. o verwandeln, wenn man 
x ; 


| = 
x feßt, Aus get wird unter eben der Bedin⸗ 
x ; 


€2 gung 
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art er 2 5 a end q * 8 2 4 2 
gung 14 —= 1 ors S1. Hiemit hoͤrt alle wei⸗ 
7088 J 


tere Rechnung auf, und man muß nicht weiter ſchlieſſen, 

alſo copa = o, und a= e — co =o. Was das 

Zeichen es ausdtuͤckt, iſt keine Groͤſſe, die man noch wieder 

mit andern vergleichen, und womit man die gewoͤhnlichen 

Rechnungsoperationen noch vornehmen kann: man wollte 

auch nur wiſſen, wie groß der Werth des Bruchs 1 
; ? j x 


0 


} a ear 
in dem Fall x= es werde, und 1 ＋ =! ift das 


geſuchte Reſultat. Alle Schriftſteller von Gewicht und 
Anſehen, welche ſonſt auch bey ihrem Vortrage dieſe Re⸗ 
geln brauchen, erinnern ausdruͤcklich, daß das Endliche 
in Vergleichung mit dem Unendlichen nicht verſchwin⸗ 
de, wenn von der arithmetiſchen Vergleichung, ſon⸗ 
dern nur, wenn von der geometriſchen Vergleichung 
die Rede fey. (M. ſ. unter andern H. Eufers Inſtit. 
Cale. Diff. Cap. III. F. 96.) Uebrigens iſt dieſe Regel eben 
fo uͤberfluͤſſig, als jene Regel im 30. §. es war: denn es 
verſteht ſich das alles von ſelbſt, daß man ſo rechnen 
muͤſſe. f 


| 35. §. 
Zähler und Nenner der Brüche * 7 wets. 
fx fx+g 


wachſen mit x, bende Brüche nähern ſich der Grange 
b * 3 

112 deſto mehr, je groͤſſer x angenommen wird, und 

dieſe Grange ſucht man, wenn man x= oo feßt. Wenn 

alſo y und 2 Groͤſſen find, die von x nach jedem andern 


Geſetz abhaͤngen, ſo kann es ebenfalls zur Frage kommen, 
= wie 
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wie ſich der N des veraͤnderl chen Verhaͤltniſſes 
y:z oder der Bruch ne aͤndere, und was aus demſel⸗ 


ben werden muͤſte, on x zuletzt wie die Tangente oder 
Secante eines rechten Winkels völlig unbegraͤnzt, oder 
unendlich groß wuͤrde. Ware een und 
yo ae — 2 
= f-+ex+h, fo fete mon 2 = 
x . Jg Th, fo h 0 hen 


I FREE" Ob nun gleich und 2 benfals ie 
SX ur 
ne Aufhoͤren wachſen muͤſſen, wenn x ohne Airfhören 


wachſen ſoll; fo nähert ſich bs der Exponent des Ver⸗ 
haͤltniſſes y: 2 der Graͤnze — weil 8. = Zr 
x 


* verſchwinden, wenn = eo geſetzt wird. Das 
x? 


heißt nun ebenfalls nicht, ee fen. in y eo fo viele 
mahl als f in a enthalten: denn grade alsdenn, wenn 
zwey Groͤſſen aufhören endlich zu ſeyn, fällt alle Verglei⸗ 
chung, mithin alle Rechnung weg. Man will nur wiſ⸗ 
ſen, wie groß iſt unter allen moglichen Werthen des Cr 


penenten —— derjenige, unter welchen ‘lef Werth 
2 


nicht abnehmen, oder den er vielleicht i in andern Siler, 
nicht uͤbertreffen kann, wenn auch anſtatt x alle mögliche, 
wachſende Werthe geſetzt wuͤrden. Der Exponent eines 
ſolchen Verhaͤltniſſes kann kleiner werden, wenn gleich 
beyde Glieder deſſelben immer groͤſſer werden, davon ge⸗ 
ben die zu einerley Winkel gehörige Secante und Tangen⸗ 
te ein ſehr einleuchtendes on: Allemabf i fee. a= 


(I ung.), whe 98 Tv ite fee — 75 Mit 
C 3 g dem 


38 IJ. Vom Mathematiſch⸗ Unendlichen 
dem wachſenden Winkel a werden auch Tec. und tang, a 


immer gröͤſſer, aber der Bruch wird immer klei⸗ 


tang. c 
ner. Soll e = go? werden, alſo die Secante in eine mit der 


Tangente parallele Sage kommen; ‘fo muß man tang. & 


8 TSR Xo PWN . fees go: 
= @ ſetzen, und das giebt EN mithin 
= 3 u FBG C77 tang. 90 


als die Graͤnze, welche der Exponent des Verhaͤlt⸗ 
niſſes der Secante zur Tangente nie erreicht, ſo lange der 
Winkel noch kleiner als go° tft: denn fo lange iſt allemahl 
feed ., N ax ＋ bx e 
— 2. Eben ſo iſt auch = 


METER 
b: x Te: 8 5 d R 
ae un — allemahl groͤſſer als =r ſo wie 


ax — bx e a—bix—c!x . 
x 


dem wachſenden x wird der erſte Bruch kleiner, der letzte 
gröffer, der erſte aber wird nie kleiner, der letzte nie gröͤſ⸗ 


tig NE eee ' 
fer als ar Vermoͤge dieſer Formuln kann man fo res 


den, als wenn das eine unendlichgroſſe gegen das andre 
ein endliches Verhaͤltniß haͤtte. Es kann heiſſen, Se: 
cante und Tangente des rechten Winkels werden gleich 
groß, ob man gleich beyde nicht mehr mit einander verglei⸗ 
chen kann. Wenn y Sar Kb Pe, z= fx’, und a 
10of if; fo wird zuletzt y = too. z. Das iſt kurze ana⸗ 
lytiſche Sprache: die richtige der Sache angemeſſene 
Sprache iſt, des Verhaleniffes fec. *: tang. e Grange fey 
21:1, des Verhaͤltniſſes 5:2 Graͤnze S 1002 f. 


37. §. . 
Gruͤndlich und richtig denkende Mathematiker haben 
alſo keinesweges eben ſo viele unendlich kleine, und = 
: 0 
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fo viele unendlich groſſe, als endliche Griffen. Sie ha 
ben nur ein unendlich kleines, welches mit © einerley iſt, 
und ein unendlich groſſes, daß fie mit oo oder J bezeich⸗ 
nen. Wenn das oo noch groͤſſer, wenn es zmahl Zmahl 
und mehrmahl gröffer werden koͤnnte, fo wuͤrde folgen, 
daß auch die Mull noch bis auf die Haͤlfte abnehmen, daß 
fie zmahl und mehrmahl kleiner werden konnte, als fie 
vorher war. Wollte man ſich 3 oo, als die Hälfte des 
Unendlichen, * oo dreymahl kleiner als os vorjtellen; 
fo muͤſte Z 0 =, Fo = xb ſeyn, und zmahl 
Nichts, dreymahl Nichts muͤſte mehr als Nichts ſeyn, 
welches von ſelbſt wegfaͤllt. jahr 


38. % 

Mit den mehrern verſchiedenen Ordnungen bes Un: 
endlichgroſſen hat es eine ähnliche Bewandniß, wie mit 
den vermeinten mehrern Ordnungen des Unendlichkleinen: 
(33. H.) eine gruͤndliche Mathematik weiß davon nichts. 
Man kann die Zeichen ao hs, hinſchreiben, wie man a’, a’, 
hinſchreibt: wenn aber die Potenzen a’, as, was anders als a 
bedeuten, fo folgt nicht, daß auch o, os, was anders als 
o bedeute. Ueberhaupt find on, 20 ™ wenn n und m pofitive 
Zahlen ſeyn ſollen, ſolche Zeichen, die nichts mehr und nichts 
weniger unendlichgroſſes anzeigen koͤnnen, als das Zeichen 
für fic) allein ohne Exponenten ſchon anzeigen würde, Wenn 


0 oder a unendliche mahl groͤſſer als oo oder 8 ſeyn 
Q 


follte, fo müfte o* unenblichemaßf kleiner als o ſeyn, und 

keine Ungereimtheit fallt deutlicher, als dieſe in die Au 

gen. (33. $.) Die wahre Beſchaffenheit der Sache iſt 
2 


= 2 x g ö b 
dieſe. Weil ein Bruch wie — en ee allemahl == 
x 


bix é 
—— bleibt, was man auch der Groffe x für einen 


C4 Werth 
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ax x ‘ 4 

Werth beylegen will; fo muß ae = erben, 
‚und der zweyte Theil des Zählers ie wegfallen, wenn 
X= oo werden ſoll. Der Grund davon iſt nicht der, 
weil in eben dem Fall x? unendlichemahl geöffer alg x wird, 
und eben darum x gegen x? verfchwindet, ſondern weil 
b: x nun für ſich ſchon nichts 15 als o iſt. Ueber» 

mtn L bxm 
haupt iſt 2 * = SEN 


fx min 


f . und wenn m 


und n boſttbe Zahlen ſind, ſo wird dieſer Bruch = 


fir x= . Mer nun im Rechnen ſchon geübt iſt, der 
kann bx™ im Zähler gleich weglaſſen. Auch wenn mehr 
dergleichen Produkte aus beftändigen Coeffieienten i in Po⸗ 
tenzen von x mit poſitiven Exponenten im Zähler folgen, 
die kleiner als mn find; fo kann man fie alle gleich weg 
laſſen, und der geſuchte Werth für x = co wird doch 
richtig gefunden. Nur das und nichts mehr will die Re⸗ 
gel ſagen: 

Das Unendlichgroſſe einer niedern Ordnung verſchwin⸗ 2 

de in Vergleichung mit dem Unendlichgroſſen einer hd- 

hern Ordnung. 
Uebrigens iſt die Regel ſelbſt eben fo unnütz als die aͤhnli⸗ 
che Regel für das Unendlichkleine im 33. $, auch eben fo 
ſchaͤdlich, weil fie zu falſchen und unrichtigen Vorſtellun⸗ 
gen Aut giebt. 


39. §. 

Bey dem allen hat man doch nach den bisher von 
mit beurtheilten Regeln eben darum immer ganz richtig 
gerechnet, weil ſie an ſich nichts anders ſind, als die al— 
lerleichteſten Regeln der Buchſtabenrechnung: weil man 
ſie aber in eine wunderliche Sprache einkleidete, ſo 1 0 

ih⸗ 
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ihnen dieſe das Anſehen, als enthielten fie lauter Wider⸗ 
ſpruͤche. Man hat alſo die vielen wahren Theoreme der 
hoͤhern Analyſis keinesweges aus einer oder wohl gar meh⸗ 
rern widerſprechenden Vorausſetzungen, (wie die Koͤnigl. 
Preußiſche Academie vorauszuſetzen ſcheint) man hat fie 
vielmehr aus den bekannteſten klaͤrſten ſicherſten und wahr⸗ 
haft mathematiſchen Grundſaͤtzen gefolgert: man hat nur 
darin gefehlt, daß man eine hoͤchſt ungeſchickte Sprache 
redete. Den erſten Erfindern muß man es ſo hoch nicht 
anrechnen, daß ſie nicht gleich anfangs auf die richtigſte 
und natuͤrlichſte Einkleidung bey dem Vortrage ihrer Er⸗ 
findungen verfallen find: es iſt aber auch gar kein uͤber⸗ 
wiegender Grund vorhanden, weßwegen wir dieſen Sprach: 
gebrauch beybehalten muͤſten. Wir haben ja in vielen 
Stuͤcken zum Vortheil der Wiſſenſchaft die Zeichen und 
die Sprache der alten Coſſiſten geaͤndert, was kann uns 
denn noͤthigen, einen Redegebrauch beyzubehalten, wel— 
cher den Sachen, die dadurch bezeichnet werden ſollen, 
gar nicht angemeſſen iſt? , 
40. F. 

Wenn man 5 S oo fest, und mit dieſem Ausdruck 
wie mit andern Gleichungen umgehet, ſo folgt daraus 
1 = 0. o, und dieſes Zeichen hat wiederum einen ſehr 
richtigen den oben vorgetragenen Schluͤſſen gemaͤſſen Sinn. 
Man muß es nur nicht ſo uͤberſetzen: unendlichemahl 
Nichts giebt ein endliches Ganzes. Das Zeichen bedeu⸗ 


tet eben ſo viel, als wenn man ſchriebe m. ae , welches 
; — 
allemahl — 1 iſt, was auch m bedeuten fell. Die Mull 
iſt nur die letzte Graͤnze des Bruchs Be: wenn man Das 
= | 


fir —— fest, fo fiefet man gleich, daß 2.0 = 
es ; 1 


88 — 


Go 
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1 , ; y . 2 * > nr 
nichts anders bedeute, als alle Theile des Ganzen 


e und wenn fie auch ſo klein waren, daß kein Bruch 
klein genug wäre jeden Theil für ſich allein anzugeben, in wel⸗ 
chem Fall. man alſo die Menge der Theile auch nicht mehr 
zaͤhlen koͤnnte. Wenn eine algebraiſche Formul das Seles 
ausdruͤckt, wie eine Grdffe y von einer andern x abhängt; ſo 
hat ſie bald die Form eines Bruchs, bald die Form eines 
Products: es kann aber jedesmahl die eine Form LEE in 


a— 
die andre verwandelt werden. Ware . ſo 


iſt auch y= . (aa—xx), und in dem Salsa 
4 — X 


giebt die erſte pony y g, die andre aber . O. Weil 
I 


ax aa——XX 


— 


(aa — ren = 


übrigens aud) 

geſetzt werden ae 15 wird in eben dem Fall x Da zu⸗ 
oo 

gleich y = ne Wer ſonſt mit algebraiſchen Formuln 


umzugehen weiß, der ſiehet gleich, daß aa — xx mit 

a — x divldirt a ＋ x giebt, alſo iſt für ſich ſchon klar, 

daß ——.— allemahl = 4 Ex bleibe, was auch x ber 
A - X 

zeichnen mag: mithin muß 2a daraus werden, wenn man 

Xx Da ſetzt. Ware das nicht fo leicht zu uͤberſehen, fo 

koͤnnte man a — x =z ſetzen, das würde x a-, alfa 


aa — xx 2a — 22 
ox 24 — 2 geben, woraus 2a 


— — — 


ae 2 
wird, wenn 2 = alſo x Sa iſt. 
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Der wahre Grund . sigan fie Beruf 

ſich zuweilen in Brüche wie -—— . Sane eae Probucte 
NIIT: ’ 


wie o. 0 verwandeln 7 if alſo der, el der Werth, wel⸗ 
chen man in beſondern Faͤllen ſucht, zwar unter der alle 
gemeinen Formul mit begriffen iſt, aber nicht beſtimmt 


angezeigt werden kann, wofern man ihr nicht eine andre 


Form giebt. Das Product 6 — tg. dex wird = 
In. Z ux 
o. o, wenn x= iſt. Es iſt aber tg. Ir , 
cof, 2x 
und wenn man 1 x=% ſetzt, fo wird x=, al⸗ 
a in. Am — 477 
fo eben daſſelbe Product = — G Sle Fer⸗ 
oo cof (Z = baz) 
ner ift fin Ga 2 7) = cof faz, und cof. gare 
2 == fin 3, allo auch. (1 *) tg. dex = 


2 col 2 0 2 20 22 8 
N . Weil nun aus andern 
fin. Pa 2 2 N fin Zaz 
> 
TZ 
Gruͤnden bekannt iſt, daß — — r werde wenn 
fia, 4 1 Z 


2 o wird, da dann zugleich cof 2 1 iſt; fo er: 
hellet „daß jenes Product = —. werde, wenn 2 To, 
alſo x 1 set | . Das ‘Produce (1—x) tg. Z K 
aft auch = = 


— und daraus wird 8, wenn x= 1 


cot, $x 
iſt. Setzt man 21 x, oder x-, fo, erhält 
2 2 22 
Mi PS ae an u = ——. 
cor, 5 tg. 2 4 7 gy Jr 


2. 772 
Ferner weiß man, daß * werde, wenn 2 So, 
. 


A 
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alſo ı=1 iſt, 5 erhilt man fuͤr eben den Fall den 
Bett wie vorhin. Auf eben dieſen Gruͤnden be⸗ 


ruhet aa die bekannte Bernonllifhe Regel, wie man 
die Werthe ſolcher Functionen ſuchen kann, die für ges 
wiſſe Werthe der veraͤnderlichen Griffey wovon fie ab⸗ 
haͤngen, unbeſtimmt ſcheinen. _ Olnfangeges: der Math. 
= und Löber Geom. X. Abschn. N 
3 2 2 * : A2. 6. — er . 
Wenn a und b ineommenſurable Gröffen find, alſo 


daß Verhältniß ecb 8 2 iſt; ſo kann nie — a 


Be. BE was man au für ganze Zahlen at 
m 
n und m ſetzen mag. Wenn aber diefe Zehen fo von eins 


ander abhängen ſollen, daß allemahl a= — <b re r und 


* + leibt, ſo hat man f 1 a a 


b 


und — A > „ mithin iſt — die Grange des Wer: 
R m br . 
haͤltniſſes ~~, weill die Vorausſetzung m= os auch 


1 =o giebt. Man kann demnach fo reden, als wenn 


incommenſurable Groͤſſen ein unendlichkleines gemeines 
Maaß haͤtten, und der Exponent eines Irrational⸗Ver⸗ 
haͤltniſſes ein Bruch mit einem unendlich groſſen Zaͤhler 
und Nenner wäre: allein das iſt wiederum kein Beweis 


deſſen, daß es wirklich unendlich groſſe Zahlen gebe, die 
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gen einander ein endliches Verhaͤltniß haben. Es bewei⸗ 
ſet vielmehr, daß es gar keine Zahlen giebt, die ſich wie 
a zu b verhalten. Ich habe im xflen Theil meines ma⸗ 
thematiſchen Lehrbegriffes im VI. Abſch. der Geom. 151 
200 $. und im 1ſten Theil der Anfangsgruͤnde 164. 
165, F. der Rech. und 161. u. f. Hh. der Geometrie die 
hieher gehörigen lehren fo vorgetragen, daß es gar nicht noͤ⸗ 
thig war, von jenen Vorſtellungsarten Gebrauch zu machen. 


Von Gebrauch der Graͤnzen der Verhaͤltniſſe und 
Summen anſtatt der Methode des Unend⸗ 
ö lichen in der Geometrie. 


Der haͤufige Gebrauch der vom Unendlichkleinen her⸗ 
genommenen Redensarten in der algebraiſchen Sprache 
hat noch eine andre anftößige Sprache beym Vortrage der 
Geometrie zur Folge gehabt. Krumme linien betrachtet 
man, als waͤren es aus unendlich vielen unendlich klei⸗ 
nen gradlinichten Theilen nach Art gradlinichter Polygone 
zuſammen geſetzte gebrochene linien. Unendlichkleine Bo⸗ 
gen ſind nach dieſem Sprachgebrauch mit ihren Sehnen 
einerley, die gradlinichte Tangente hat mit dem Bogen, 
welchen ſie beruͤhrt, einen unendlichkleinen Theil gemein, 
ſie ſchneidet den Bogen in zweyen einander unendlich na⸗ 
he liegenden Puncten. Ein andermahl beſtehet die krum⸗ 
me linie wieder aus unendlich vielen unendlich kleinen 
Cirkelbogen. Die Flaͤche zwiſchen zweyen parallelen 
Ordinaten, dem dazwiſchen liegenden Bogen und der 
dazu gehoͤrigen Abſeiſſe beſtehet aus unendlich vielen 
unendlich ſchmahlen Trapezien, und jedes davon iſt auch 
mit einem unendlich kleinen Parallelogramm einerley, wenn 
gleich beide um einen unendlich kleinen Triangel verſchie⸗ 
den ſind: denn dieſer iſt unendlichemahl kleiner als das 
dazu gehörige unendlich kleine Parallelogramm. Mit 

5 8 krum⸗ 
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keummeß Flächen und den Koͤrpern, die davon ei 
werden, geht man eben fo um. Die Flaͤchen runder Koͤr⸗ 
per beſtehen aus unendlich ſchmahlen Zonen, die fir conic 
ſche Flaͤchen angenommen werden, die Koͤrper ſelbſt aus 
unendlich niedrigen Schichten zwiſchen parallelen einander 
unendlich nahe liegenden Ebenen, die man fuͤr Cylinder 
gelten laͤſſet. Die unendlich kleinen Zonen theilt man auch, 
wenn man es gut findet, wieder in unendlichemahl kleinere 
Parallelogramme oder Rechtecke, die unendlichkleinen Cy⸗ 
linder, auch uͤberhaupt unendlich niedrige Schichten der 
geometriſchen Körper, wenn gleich die Schnitte mit den 
unendlich nahe liegenden Ebenen keine Kreiſe ſondern an⸗ 
dre krumme Knien find, theilt man aufs neue in unendli⸗ 
chemahl kleinere priſmatiſche Koͤrper, und auch dieſe wie⸗ 
derum in unendlichemahl kleinere Parallelepipeda, wovon 
alle Seitenlinien unendlec fein find, 


44. 5. 

f Man ift einig daruͤber, daß alle diefe Redensarten 
nichts anders als Abkuͤrzungen ſind, und daß man ſie 
nicht in dem Sinne nehmen muͤſſe, den die Worte unmit⸗ 
telbar anzuzeigen ſcheinen; allein man ſollte auch in ſolchen 
lehrbuͤchern, die zum erſten Unterricht für angehende Ma⸗ 
thematiker beſtimmt find, das beibnitziſche explicatione ri- 
gidantur nicht vergeſſen. Eigentlich ſind dieſe Redensar⸗ 
ten nichts anders als Ueberſetzungen algebraiſcher Zeichen 
in eine Woͤrterſprache, die der Erſinder, wenn ihm das 
Syſtem der Wiſſenſchaft ſelbſt ſchon bekannt iſt, als Ab⸗ 
kuͤrzungen brauchen kann: er kann ſo rechnen, als wenn 
ſich das alles ſo verhielte wie es dem Wortverſtande nach 
lautet, denn er weiß aus andern Gruͤnden, daß er auf 
eben die Refultate der Rechnung kommen wuͤrde, wenn 
er auch ein andres einem jeden nach nicht ſo geuͤbten voͤl⸗ 
lig einleuchtendes Verfahren anwendete. Wenn ich da⸗ 
von umſtaͤndliche Beweiſe geben wollte, ſo muͤſte ich hier. 
5 bey⸗ 
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beynahe die ganze Wiſſenſchaft vortragen: anſtatt deſſen 
kann ich mich auf mehrere meiner laͤngſt bekannt geweſe⸗ 
nen Schriften beziehen, und es wird genug ſeyn, wenn 
ich zur Probe nur aus dem aten Theil meines mathemati⸗ 
ſchen Sehrbegriffes den 466. $. Geom. und aus dem Aten 
Theil den 107. 108. 114. §. der Mechanik anfuͤhre. 
Wer das Ganze der Wiſſenſchaft in ihrer unverſtellten 
Einkleidung kennen lernen will, der wird, wie ich hoffe, 
nicht allein in meiner laͤngſt bekannt geweſenen Matheſi 
Theoretica, ſondern auch nun in meinen neugedruckten 
Anfangsgruͤnden der Analyſis und hoͤtern Geometrie alle 
Befriedigung finden. Bey Verfaſſung dieſes neuern Bu⸗ 
ches habe ich mir noch weniger Bedenken gemacht, die 
Ausdruͤcke vom Unendlichkleinen ganz zu vermeiden, als 
vormals, da ich das lateiniſche Werk aufſetzte. Mir 
ſchien es nicht rathfam zu ſeyn, auf einmahl ganz von 
dem ſo ſehr allgemein eingefuͤhrten Sprachgebrauch abzu⸗ 
gehen: ich glaubte es fey noͤthig, angehende Mathemati⸗ 
ker mit dieſem Sprachgebrauch bekannt zu machen, damit 
ihnen der Vortrag andrer Schriftſteller nicht zu fremde 
ſcheinen moͤgte. Nun dient die gegenwaͤrtige Abhandlung 
dazu, und eben darum war es nicht weiter noͤthig, in 
dem neuern Handbuche eine Sprache zu reden, die ich 
gern aus allen Lehrbuͤchern laͤngſt weggewuͤnſcht hätte, 


45. 8 

Einige wenige Bemerkungen, die den Vortrag der 
Elementargeometrie betreffen, muß ich doch beyfuͤgen: 
ſie werden mir durch den Wunſch abgedrungen, daß deut⸗ 
ſcher Fleiß und deutſche Gruͤndlichkeit wenigſtens in den 
Schriften der Mathematiker ſich mehr als in ſo vielen an⸗ 
dern Schriften auszeichnen möge, Es fehlt gewiß nicht, 
daß der Schriftſteller, wenn er das Unendlichkleine in ſei⸗ 
nen Beweiſen anbringt, nicht ſelbſt fühlen ſollte, wie ſehr 
ſich der geſunde Menſchenverſtand gegen die gewöhnlichen 
Vor⸗ 
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Vorſtellungen davon auflehnet: wenn man nun der Sa⸗ 
che wieder helfen will, fo fest man hinzu, das Unendlich⸗ 
kleine ſey nichts anders, als das quantum omni dabili mi- 
nus der alten Geometer, und hiemit ſoll ſich nun der An⸗ 
faͤnger befriedigen. Einmahl iſt es ſchon ſonderbar genug, 
wenn man vom Anfaͤnger verlangt, daß derſelbe dieſer 
Verſicherung auf guten Glauben trauen ſoll: ſonſt will 
man ihn doch eben durch die Geometrie gewöhnen, keiner 
Behauptung auf das bloße Anſehen des Lehrers zu trauen, 
wenn ſie nicht bewieſen wird. Oder ſoll nun der Anfaͤn⸗ 
ger gleich die Schriften eines Archimedes und andrer Al⸗ 
ten ſelbſt zur Hand nehmen, um ſich daraus weiter zu be⸗ 

lehren? Fuͤrs zweyte zieht das eine andre Unbequemlichkeit 

für lehrer nach ſich, die ein ſolches Handbuch beym muͤnd⸗ 

lichen Vortrage erklaͤren wollen. Mancher Lehrer beſon⸗ 

ders auf Schulen, wo man doch auch Elementargeome⸗ 

trie vortragt, hat vielleicht ſelbſt keine Zeile im Archime⸗ 

des oder andern alten Schriftſtellern geleſen: er traͤgt alſo 

auch ſelbſt jene Behauptung als ungezweifelt richtig auf 

das bloſſe Anſehen ſeines Autors vor. So pflanzt ſich die 

gewiß nicht ganz richtige Behauptung, als waͤre es aus⸗ 

gemachte Wahrheit, immer weiter fort: denn ſelten iſt 

wohl unter den Eleven ein fähiger Kopf, der ſich den Ar⸗ 

chimedes zu verſchaffen weiß, um ihn nachzuſchlagen und 

mit eigenen Augen zu ſehen. 


46. 0. 

Was ſo oft geſagt wird, und nie ſo bewieſen iſt, 
wie man es ſagt, das Unendlichkleine ſey mit dem einer⸗ 
ley, was die Alten omni dabili minus nennen, und die 
Methode des Unendlichen mit der Exhauſtionsmethode 
der Alten, das iſt ſchlechterdings nicht ganz richtig; nur 
ſo viel iſt richtig, daß die Schluͤſſe, welche die Neuern 
auf ihre Vorſtellungsarten vom Unendlichkleinen gruͤn⸗ 
den, wenn man ſie gehoͤrig auseinander ſetzt, auf = 

x ‚Er 
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Exhauſtionsmethode der Alten zuruͤck gefuͤhret werden 
koͤnnen. Einmahl haben die Alten in ihren Beweiſen 
kein omni dabili minus, ſondern ein quevis date minus, 
und das iſt kein infinite parvum, es iſt allemahl noch fini⸗ 
tum. Fuͤrs zweyte find bey Ihnen die Polygone, welche 
fie an der hohlen oder erhabenen Seite krummer tinier 
beſchreiben, mit den krummen Knien ſelbſt nicht einerley, 
ſondern allemahl davon verſchieden; ihre gradlinichten 
Figuren, die ſie entweder ganz innerhalb des Raums 
krummlinichter Flaͤchen, oder auch ſo beſchreiben, das 
Ecken davon auſſerhalb des Raums der krummlinichten 
Flaͤche fallen, ſind nie mit der krummlinichten Flaͤche ei⸗ 
nerley, ſie ſind im erſten Fall kleiner, im andern Fall 
groͤſſer; die Differenz iſt nicht unendlich klein, oder quo. 
vis dabili minor, ſie iſt immer endlich und nur quantitate 
data minor. Das bekannte Beyſpiel vom Kreiſe, wor⸗ 
aus Archimedes ſchon ein regulaͤres Polygon von unend⸗ 
lich vielen unendlichkleinen Seiten gemacht haben ſoll, 
wird den Unterſcheid beyder Methoden deutlich genug ins 
Ucht ſetzen. 


re 47. F. 

Lehrſatz. Der Kreis iſt einem Dreyeck gleich, wo⸗ 
von die Grundlinie fo lang als die Peripherie, die Höhe 
fo groß, als der Halbmeſſer des Kreiſes iſt. 

Erſte Beweisart. Im Kreiſe oder auch um den 
Kreis fey ein regulaͤres Polygon beſchrieben, fo iſt Släche 
und Peripherie des Polygons im erſten Fall kleiner, im 

zweyten Fall groͤſſer, als Flaͤche und Peripherie des Krei⸗ 
ſes. Man verdoppele die Seiten des Polygons, ſo iſt 
die Differenz der Kreisfläche von der Polyaonflaͤche, und 
der Eirkelperipherie von der Polygonperipherie, kleiner als 
die Haͤlfte der Differenz, um welche der Kreis und ſeine 
Peripherie vom Polygon und deſſen Peripherie unterſchie⸗ 
den waren, als letzteres die einfache Anzahl Seiten hatte. 
D ; Wenn 
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Wenn alſo D die Differenz der Flaͤche oder der Periphe⸗ 
rie des erſten Polygons von der Flaͤche oder der Peripherie 
des Kreiſes bezeichnet; ſo iſt bile Differenz nach Verdop⸗ 
pelung der Seiten kleiner als 2 D. (Manche Schrift⸗ 
ſteller für Anfänger beweiſen dieſe Gage nicht einmahl for 
genau, ſie laſſen es dabey bewenden, der Augenſchein leh⸗ 
te ſchon, daß die Differenz kleiner werde.) Man ver⸗ 
doppele die Seiten aufs neue, ſo wird die Differenz der 
Flaͤchen oder Peripherien kleiner als 7D: wenn alſo diefe 
Verdoppelung der Seiten ohne Ende fortgeſetzt wird, ſo 
wird jene Differenz kleiner als jede Groͤſſe, die ſich ange⸗ 
ben laßt, fle wird omni dabili minor, das heißt unend⸗ 
lich klein. Die Zahl der Seiten wird nun unendlich groß, 
alſo iſt der Kreis, oder wenn man es gelinder ausdrucken 
will, alſo kann man den Kreis als ein regulaͤres Poly⸗ 
gon betrachten, das unendlich viele unendlichkleine Seiten 
hat, deſſen Seiten ſich alſo in der Peripherie verlieren, 

da dann ihre Entfernung vom Mittelpunct, auch wenn 
es ein inneres Polygon war, dem Halbmeſſer gleich wird. 
Nun iſt die Polygonflaͤche einem Dreyeck gleich, deſſen 
Grundlinie der Peripherie, und deſſen Hoͤhe der Entfer⸗ 
nung der Seiten vom Mittelpunet gleich iſt: alſo muß 
eben daſſelbe von der Kreisfläche wahr ſeyn. 

Zweyte Beweisart. 1. Das Dreyeck T fey klei⸗ 
ner als der Kreis C, fo läßt ſich eine Differenz D angeben, 
um welche es vom Kreiſe verſchieden iſt. Im Kreiſe ver⸗ 
zeichne man ein regulaͤres Polygon P, welches vom Kreis 
fe auch um eine Differenz E unterſchieden ſeyn wird, da 
dann C=P-+HE=THD ſeyn muß. Dieſem Polygon 
gebe man aber fo viele Seiten, daß E<D ausfaͤllt, fo 
wird P>T ſeyn. Aber des Polygons Peripherie ift klei⸗ 
ner als die Cirkelperipherie, die der Grundlinie des Drey⸗ 
eckes T gleich iff, Chypoth.) und die Diſtanz der Seiten 
des Polygons vom Mittelpunet iſt kleiner als des Kreiſes 
Halbmeſſer, der fo groß, als des Dreyecks T Höhe iſt: 

(hy- 


*® 
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8 §. : 5 ze 
Welche Berselsart giebt der Sache mehr licht? 
welche von beyden erzwingt den Beyfall, oder bewirkt die 
vollkommenſte Ueberzeugung? Wo iſt in der zweyten Be⸗ 
weisart das Unendlichkleine der Neuern zu finden? Das 
D iſt es gewiß nicht, denn das ſoll eine Differenz ſeyn, 
die ſich angeben laͤßt. Auch das E iſt es nicht, denn es 
wird nur verlangt, daß E<D ausfallen muͤſſe. Ueber⸗ 
dem ſoll im erſten Fall PEC bleiben, und es wird. 
ſo wenig P=T geſetzt, daß vielmehr die ganze Schärfe 
des Beweiſes ſich auf den Umſtand grinder, es bleibe 
die Peripherie von P kleiner als die Eirkelperipherie, und 
der kleinſte Halbmeſſer kleiner, als des Kreiſes Halbmeſ⸗ 
ſer : alles grade das Gegentheil deſſen, was die erſte Be 
weisart vorausſezt. Im zweyten Fall ſoll P=C+E 

a ER Da blei⸗ 
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bleiben, und es wird wiederum fo wenig P = C geſetzt, 
daß vielmehr die Schärfe des Beweiſes ſich grade auf den 
Umſtand gründet, es bleibe P>C, und die Peripherie 
von P> als die Cirkelperipherie. ; 


49. §. ; 
Noch mehr: iſt denn die zweyte Beweisart fo fehr 
viel weitlaͤuftiger als die erſte? Iſt es wohl ein gültiger 
Grund, wenn man die Vorſtellungsarten vom Unendlich⸗ 
kleinen in der Elementargeometrie damit entſchuldiget, 
man muͤſſe fie gebrauchen, um die Beweiſe der Alten ab: 
zukuͤtzen? Ein Lehrer, der beym mündlichen Vortrage 
die erſte Beweisart recht auseinander ſetzen, und alles in 
feinem rechten lichte zeigen will, iſt gewiß genoͤthiget, 
mehr Zeit mit Erlaͤuterungen und Entſchuldigungen des 
Sprachgebrauchs zu verlieren, als wenn er grade zu ohne 
alle Umſtaͤnde den Beweis nach dem Archimedes vortruͤge. 
Jene erſte Beweisart giebt ſogar zu der irrigen Vorſtel⸗ 
lung Anlaß, der Archimediſche Lehrſatz ſey nur beynahe 
wahr: ich erinnere mich mit völliger Gewißheit derglei: 
chen Aeuſſerungen in Druckſchriften geleſen zu haben. Ja 
ich kann noch hinzuſetzen, daß ich grade zu der Zeit, da 
ich mit der Ausarbeitung dieſer Abhandlung beſchaͤftiget 
war, von einem meiner Freunde, der uns hier als ein 
ſehr geſchickter Schüler einer unſrer beruͤhmteſten deutſchen 
Lehrer der Mathematik bekannt iſt, eben diefelbe muͤnd⸗ 
liche Aeſſerung gehoͤrt habe: die Veranlaſſung zu der Un⸗ 
terredung gab eben die Preisaufgabe der Königl. Preuß. 
Academie. Es befremdete mich ungemein, dieſe Aeuſſe⸗ 
rung zu hören, da ich gewiß wuſte, daß fie von einem 
Manne herruͤhrte, dem ich mehr als mittelmaͤſſige ma⸗ 
thematiſche Kenntniffe zutrauen konnte. Er ſtuͤtzte ſich 
auf den gemeinen Beweis, und ſchloß, der Triangel, 
welcher dem Polygon mit unendlich vielen unendlich klei⸗ 
nen Seiten gleich ſey, koͤnne ja nie dem Kreiſe gleich ſeyn, 
es weil 
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weil ihm das Polygon nie gleich werden konne: alſo fey 
auch der archimediſche Lehrſatz nur beynahe wahr. Das 
erſte iſt richtig, aber die Folge falſch, denn der dem Po⸗ 
lygon gleiche Triangel iſt der archimediſche Triangel nicht. 
Der archimediſche Triangel ift gröffer als jedes innere, 
und kleiner als jedes aͤuſſere Polygon, und eben darum 
iſt er dem Kreiſe gleich. Ein Polygon mag noch ſo viele 
Seiten haben, ſo iſt es allerdings nur beynahe dem Krei⸗ 
fe gleich, aber der archimediſche Triangel iſt ihm in aller 
Schaͤrfe gleich. 


so. 5. ern 

Allemahl bleibt die Erhauſtionsmethode der Alten eis 

ne vortrefliche Ulebung in Anwendung der Regeln der 
Vernunftlehre, und bas iſt ein neuer Grund, weßwegen 
man es nicht verabſaͤumen muͤſte, Anfaͤnger beym Vor⸗ 
trage der Elementargeometrie damit bekannt zu machen. 
Glaubt man, daß das einfoͤrmige des Vortrages, wenn 
man den Beweiſen die apogogiſche Form nach Art der Al⸗ 
ten laſſen wollte, ermuͤden werde, ſo kann man auf mehr 
als eine Art damit abwechſeln, daß man ihnen zuweilen 
die Form direeter Beweiſe giebt, wie ich davon ſowohl in 
meinen Anfangsgründen der mathematiſchen Wiſſen⸗ 
ſchaften, als auch im Auszuge aus den Anfangsgruͤnden 
und dem Lehrbegriffe beym Vortrage der lehre vom Kreiſe, 
auch von der Kugel und ihrer Oberfläche mehrere Proben 
gegeben habe. Die Beweiſe, welche Archimedes in ſei⸗ 
nen Buͤchern de Sphaera et Cylindro fuͤhrt, ſind zwar 
ziemlich umſtaͤndlich, und eben darum ſcheint es, daß 
beym Vortrage dieſer lehren in der koͤrperlichen Geome⸗ 
trie die Abkuͤrzung vermittelſt der Methode des Unendli⸗ 
chen noch noͤthiger fey, als die Abkuͤrzung der lehren vom 
Kreiſe in der Elementargeometrie. Allein man kann den 
Vortrag ſehr verkuͤrzen, ohne daß es noͤthig waͤre, das 
Unendlichkleine mit zu Hilfe zu nehmen. Ich will zur 
D 3 Pro⸗ 
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Probe aus meinen Mathematiſchen Anfangsgruͤnden nur 
den 195. 213. 343. 348. 372. 380. 383. 393. §. der 
Geometrie anführen, womit man im Auszuge aus dem 
lehrbegriffe und den Anfangsgruͤnden den 193. 219. 359. 
F. Geom. vergleichen kann. Es iſt nicht noͤthig, daß 
man die Beweiſe der Alten in ihrer ganzen weitlaͤuftigen 
Form abſchreibe, genug wenn nur der Geiſt der Alten in 
den Beweiſen zu finden iſt, das Bindende und voͤllig Ein⸗ 
leuchtende, welches die vollkommenſte Ueberzeugung bewir⸗ 
ket. Man verſpricht dem Anfänger, daß die Uebungen 
in der Geometrie ihn vorzuͤglich zum ſcharfſinnigen und 
tiefſinnigen Nachdenken aufgelegt machen werden: alſo 
laſſe man auch die ſchönſten Methoden der Alten nicht 
weg, welche dieſen Erfolg vorzuͤglich bewirken koͤnnen. 
Sobald als von der höhern Geometrie die Rede iſt, “foe 
bald gebe ich meine völlige Zuſtimmung, daß man aller⸗ 
dings uͤberwiegende Gruͤnde habe, den Vortrag abzukuͤr⸗ 
zen; das kann man auch, ohne im allergeringſten von der 
geometriſchen Strenge abzuweichen, und man bedarf der 
vermeinten Hilfe von den gewohnlichen Vorſtellungen des 
Unendlichkleinen ganz und gar nicht. Wer ſich vermit⸗ 
telſt der noͤthigen Uebungen in der Elementargeometrie 
mit der Exhauſtionsmethode der Alten bekannt gemacht 
shat, der iſt aufs vollkommenſte dazu vorbereitet, ſich eine, 
richtige wahrhaft geometriſche Vorſtellung davon zu ma⸗ 
chen, was Graͤnze eines Verhaͤltniſſes, Graͤnze einer 
Summe ſey, oder überhaupt Graͤnze der möglichen 
Werthe einer veraͤnderlichen Groͤſſe. Ich werde dieſes 
durch einige aus der Elementargeometrie hergenommene 
Proben zu erlaͤutern ſuchen. g f 


51. © * ah nade 
Es fey TI die Peripherie, x der Halbmeſſer des Kreis 


ſes, und n eine ganze Zahl, alſo — U ein Bogen, deſ⸗ 
51 Finnen n — ve 
N E . * ſen 
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ſen Sehne, die ich kurz auf die nachſtehende Art chord. 
n bezeichne, zugleich die Seite eines im Kreife be: 
= 
ſchriebenen regulären Polygons iſt. Die Peripherie, die 
ſes innern regulären Polygons fey p, fo iſt Pen. chord, 
te, Ferner fey e der kleinſte Halbmeffer dieſes regu⸗ 
n z 
laren Polygons, und die Peripherie des ähnlichen aͤuſſern 
um den Kreis beſchriebenen regulären Polygons SP, fo 
aS 8 
iſt — a, und e V 2 (chord. II )*) 
F. Nr ee 
2 (chord. i II): TER 
=ry(i- 3 mithin — = 
TE Pp 
1 
— — — Aober allemahl iſt II XP. 
Yvü-— 4 (chord, 211)? : rr) 5 ¥ allenab ic = 9 


E 5 : 
alfo — zugleich aber iff auch II p, alfo 


2 II 

— 21, das n mag unter den ganzen Zahlen welche 
Pa, ; eS : ee 

man will bezeichnen. Das heißt algebraiſch ausgebruͤckt, 


Men 5 1 

es fey allemal r. 
a n. chord. II /(1— 4 (chord. à II): rr) 

II 

aber zugleich —— > 1, die Zahl n mag fo gro 

ber zugleich chend f Zahl u mag fo groß 


dio TI 
angenommen werden, als man will: alfo kann 

— en n. chord. ALI 
nie kleiner als 1 werden. Bey dem allen aber kann doch 

Sg = 

a a ed klei⸗ 

n. chord. II 


22 \ : IE; 
mp alfa noch um ſo mehr —, oder 
a D 4 ner 
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ner werden, als jede Zahl die r uͤbertrift: (Lehrbegr. der 
Math. 1. Th. 222. §. mit dem beygefügten Zuſatz. 360. 
S. Anfangsgr der Math. Ai. 1. B 192. $. Geom. 
499. S. Auszug 1. B. 187. § Geom. 115 — 117. S.) 
alſo iſt 1 die Grange aller möglichen Werthe des Bruchs 


— — . Stellet man ſich n als eine beſtaͤndi 
n. chord a II x fis * 


II 
wachſende Zahl vor, fo kann —— In: 
chſende Zahl vor, fi decor ETT der Grin 


ze 1 fo nahe kommen als man will. Um dieſe Graͤnze 
zu bezeichnen, ſchreibt man oo anſtatt n und ſetzt 


=ı. Man will nun nicht mehr ſo et⸗ 


eo chord. & TI 
was bezeichnen, das ſich der Graͤnze ı noch nähert, man 
will vielmehr dieſe Grange ſelbſt bezeichnen, und dieſe 
Graͤnze iſt mit 1 vollkommen einerley. 
52. H. 
Soweit iſt alles ganz richtige algebraiſche Zeichen⸗ 
ſprache: aber man muß nicht weiter ſchlieſſen, alſo iſt 


II co. chord. — II, und das nun in die gewöhnliche 


Sprache ſo uͤberſetzen: die Peripherie des Kreiſes ſey der 
Peripherie eines regulaͤren Polygons gleich, das unendlich 
viele unendlich kleine Seiten hat. Das iſt eben ſo unge⸗ 
reimt, als wenn man das Zeichen 08.0 (40. F.) fo übers 
ſetzen wollte: unendlichemahl Nichts ſey jedem endlichen 
Ganzen gleich. Die wahre und richtige Vorſtellung von 


? N : : TI 
der Sache ift keine andre als dieſe. Der Bruch — 


hat einen unveränderlichen Zähler und einen veraͤnderli⸗ 
chen Nenner. Dieſer Nenner iſt immer kleiner als he 
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: TT Spe ti) 
Zähler, alſo immer — > 1. Aber p wird groͤſſer 


wenn n groͤſſer wird jedoch nach dieſem Geſeze, daß p 
nie Il werden kann, fo lange p eine innere Polygons 


II 
Peripherie bleibt: alfo kommt — der 1 näher wenn p 
mit n gröſſer wird, aber die Graͤnze, welche p nicht uͤber⸗ 
treffen kann, iſt IT: ſetzt man nun anſtatt p um Nenner 
die Graͤnze von p, die nichts anders als II ſelbſt iſt, ſo 


foird natuͤrlicherweiſe 11 = 1. Will man alſo das 
Zeichen 09. chord. TI brauchen, ſo iſt es mit II ein 


3 IE "et 
vollkommen gleichguͤltiges Zeichen, fo wie en voll⸗ 
kommen gleichguͤltiges Zeichen mit o iſt. 


53. $ 
8 ’ II fa aa 
Es bleibt allemahl —— — >= __- N. 
u. chord. „IT chord 217? 
2 
alſo iſt auch des veraͤnderlichen Quotienten E. 
ere? 4 chord ATI 


Gringe = 1. Will man daraus ſchlieſſen, alſo fey 
= U chord — TI, und das ſo uͤberſetzen, der un: 


endlichkleine Bogen a Tl fey feiner Sehne gleich, fo 


iſt das weiter nichts als ein modus loquendi wie Leibnitz 

ſagt: es iſt aber ſchlechterdings kein uͤberwiegender Grund 

vorhanden, fo zu reden. Wenn gleich der geübte Geo⸗ 
D 5 me⸗ 
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meter und Analyſt ſehr wohl weiß, daß es hier nicht auf 
den Ausdruck ſondern nur auf die Sache ankomme, weil 
der fo eingekleldete Satz nichts als Rechnungsregel, kei⸗ 
nesweges aber geometriſcher Sehrfaß iſt; fo ſtoͤßt ſich doch 
gewiß der Anfaͤnger daran, und weiß nicht, was er dar⸗ 
aus machen ſoll. Die kurze Zeichenſprache iſt ein Eigen⸗ 
thum der Algebra: darum laſſe man ihr dieſes Eigen⸗ 
thum, und trage es nicht in die Geometrie uͤber. Dieſe 
letztere Wiſſenſchaft iſt reich genug an eigenthuͤmlichen 
Grundſaͤtzen, und bedarf keiner folchen vermeinten Berei⸗ 
cherung. Der Algebraiſt kann dagegen mit Huͤlfe ſolcher 
Zeichen, wenn er die Sache nicht aus den Augen ver⸗ 
liert, ganz richtige vollkommen ſcharfe Beweiſe fuͤhren: 
eine Probe davon mag der Beweis des archimediſchen lehr⸗ 
ſatzes im 47. H. geben. N Son 
Ded Aig: 54. . 1 
Die Fläche des Kreiſes fey SC, die Fläche des ine 
nern regulaͤren Polygons S q, die Fläche des ähnlichen 
aͤuſſern = Q: jo iſt g= Z ng chord. 2 II, und Q= 


= Zu. e chord. — oder =. rn chord, = IT, 
. : 

Ferner it —— <—=, und man kann die Zahl n fo groß 
oe q q Br RR 12 
X Q an, Sas 
annehmen, daß —=.alfo.aud) — kleiner wird, als 


} | q 
jede Zahl, welche 1 uͤbertrift: (Unfängsgründe der Math. 
Wiſſ. 1 B. 212. § Geom. 315. S. Auszug. 1 B. 213. f. 


Geom. 126. S.) dagegen kann nie 2 2 r werden. 


a 


N 
\ 


* * 
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Grinje =ı, alſo muß die Graͤnze des Products 
C. II 2 52 . 1 
. Ra 


rr) r chord. — II, alſo iſt die Grange des Products 


a > sae I, die Graͤnze des Bruce 
3 n (gx) r chord. A II . * 


+ 


2 I 2 j 
Bine V Ehe nied (2 iſt ebenfalls = 1 
we * r 
— G. ri K i 42 
alſo wird 85 II. Ueberdem iſt auch 


5 3 r. o chord. 3, II 
& be TI 5 
co chord. 5 TI 


=1, (52. H.) alſo erhalt man 


C * 
su A, und daraus folgt C z II. r. 
är 11 


Das iſt Ueberſetzung der Archimediſchen Beweisart 
des Satzes im 47. F. in die algebraiſche Zeichenſprache, als 
le Schluͤſſe find völlig geometriſch richtig. Mit dieſer 
Zeichenſprache aber muß man innerhalb der Graͤnzen al⸗ 
gebraiſcher Rechnungen bleiben, man muß ſie nicht aufs 
neue wieder in die gewoͤhnliche Woͤrterſprache uͤberſetzen, 


ay ar I 
und fo reden, als wenn die Zeichen oo, o, oder r 


1 l . 
chord. = II, etwas ausdruͤckten, womit man noch eben 


‚fo, wie mit a und b, x und y umgehen könnte, wenn 
dieſe Buchſtaben endliche Grdffen bedeuten. 


4 


35. 


60 I. Vom Mathematifch: Unendlichen 


85 i ogre 55: ino > 
Es iſt Abrigens nicht allein die Graͤnze des veraͤnder⸗ 


: II 
fin Quotienten 21, fonbern man fann 


„chord. ATI 


anfiatt TI auch 1 andern Kreisbogen ſeßen: wenn A 
einen ſolchen Kreisbogen Keie, ſo iſt die Graͤnze des 


warden Quotienten — . 1. 
n. chord. a A 


Beweis. Das Verhaͤltniß des Bogens A gegen II 


i 23 A“ 
fey rational oder irrational, allemahl kann man a = 
' 10 


n — ſehen „da dann im erfien Fall m und n fo ge 
— werden gc. „ daß RSS wird. Im zweyten 


Fall aber sent — — den irrationalen Theil des Expos 
A ‘ 
nenten 7 und. der Zähler m muß vom Nenner n fo abs 


hängen daß mae Ay alfo r bleibt. (efebegr. 


I. Th. 175. H. een. 319. S. e 157161. §. 
Rechenk. 186-191. ©. Auszug 159. §. Geom. 103. ©.) 
11 . 271 


| : * 
Wei ene chord. 21T FE Eger chord. 2 
und nie Denen Be if =I. (53: H.) een 
iſt IIA: C+, alfo <n=—a: +) 
A 
ithi 1 A: — Re Fe 
mithin auch = (m+- = ty nie wenn 


— man 
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oR m m 
man —— = u ſetzt; und er 1 A. Wenn 
TI m EU 2 
dieſe Ware gebraucht weden „ ſo erhaͤlt man 
4. 2 
ee ia mx : (m chor 5 ) Die 


2 
Graͤnze tes Quotienten if} t, und ſie ergiebt Sich, 
wenn man — =o fet? alsdenn ift zugleich 11 
zs = 


t Pr | 

— , — ro, und es wird = 
m N m r m ee A u 

A 
welches an ſo sii wird A 
o chord. 2 A 
J 56. C. , 

5 I - 
Weil wiederum allemahl 1 = a 


m chord. A chord. & A 


m 


ee fo iſt zugleich die Gränze des Quotienten 
BEI re, Demnach iſt alma die letzte 
Graͤnze des Verhaͤltniſſes eines Bogens zu ſeiner Sehne, 


wenn beyde zugleich abnehmen, das e der Gleich⸗ 
heit. Well ferner chord. + A=2 fin. 3 A, fo iſt 


1 1 1A 
in A m' 2 
— 2 — — £ m z zAa= =%#,.]0 
Chord. A iG Ga Setzt man 3 rf 
1 2 
s folgt, daß auch die Granje des Ouotienten 8 21 


n. in . 


je. 
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5 fin. 6 
ſey. Weil uͤberdem tang. * = — alfo auch tang. 
COL. &% 


ae in. os: 2% c a 
— — — 7 0 1 — — — . 
m cof, 15 a “tang. ZA ſin. a ce 
coſ. 1 . Die Vordusſeßung a. =e giebt colt = T, 
und eben pane zugleich die Graͤnze des Quotienten 
02 


e . Wenn dieſe Schluͤſſe noch Zweifeln 


‘tang. % 
1 ſind, ſo iſt es auch noch Zweifeln unterwor⸗ 
fen, ob es richtig fey, wenn in der Gleichung yy Derr 
— xx für den Kreis die Abſciſſe x Do geſetzt, und dats 
aus die Folge y=r hergeleitet wird. : 


57. §. 
Ein Ausdruck wie u. chord. — II ſtellet die Peripher 
n 


rie eines regulären Polygons, und überhaupt m. chord A 
III 
eine regulär gebrochene finie vor, wovon alle gradlinichte 
Theile gleich groß ſind. Wegen des letztern Umſtandes 
hat ein ſolcher Ausdruck die Form eines Products, an ſich 
aber iſt jedes Product auch nichts anders als eine Sum⸗ 
me ſolcher ſummirten 3 die alle gleich groß ſind: 


alſo iſt auch m. chord, — — 2 eine Summe ſovieler gleich 


roſſer Sehnen, als die e Zahl m angiebt, und A it die 
Gtaͤnze dieſer Summe. , im 54. H. 9 ne 


chord. nag x chord. Zu war, fo ift ouch 
fg 


dige Product eine Summe ſo wie gleich ſchenklichter 
gleich⸗ 
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gleichgroſſer Dreyecke, als die Zahl m angiebt, und F r. IT 
oder die Kteisflaͤche ſelbſt, iſt die Graͤnze dieſer Summe, 
Eine ganz aͤhnliche Bewandniß hat es mit allen Quabra⸗ 
turen und Mectifientionen, vermittelſt der Integration fins, 
det man die Grange einer veraͤnderlichen Summe. Die 
Flache zwiſchen zweyen parallelen Ordinaten, der Abſeiſſe 
und dem dazu gehörigen Bogen einer krummen Sinie, beſte⸗ 
het nicht aus unendlich vielen unendlich ſchmahlen Paral⸗ 
lelogrammen, ſie iſt die Graͤnze der Summe einer Rei⸗ 
he ſolcher Parallelogramme, wovon die Grundlinien gleich⸗ 
groſſe unbeſtimmte Theile der Abſeiſſe find. Wenn jeder 
von diefen unbeſtimmten gleichen Theilen der Abſeiſſe dx. 
heißt, wenn y und y dy die mit x und dx zuſammen 
gehörigen rechtwinklichten Ordinaten find, wenn ferner 
der Bogen s mit der Abſeiſſe x, und ds mit dx zuſammen 
gehort; ſo iſt (dx T dy') die Sehne des Bogens ds. 
Das Verhältniß des Bogens ds zu feiner Sehne naͤgert 
ſich dem Berhaltniffe der Gleichheit, wenn Bogen und 
Sehne abnehmen, und dieſes Verhaͤltniſſes Graͤnze it 
wie beym Kreiſe allemahl ein Verhaͤltniß der Gleichheit. 
(Anfangsgr. der Math. Anal. und höhern Geom. 48. H.) 
Der Bogen ds iſt nie feiner Sehne gleich, und der Boz 
gen s iſt keinesweges aus unendlichkleinen graden Linien 
zuſammen geſetzt. Wenn man s Md dy“) ſetzt, 
fo heißt das, es fen s die Grange der Summe aller Seh⸗ 
nen, fo wie fy dx nichts anders iſt, als die Graͤnze der 
Summe aller Rechtecke yd x. In den Fallen, wenn 
die Natur der krummen Linie durch eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen einem veraͤnderlichen Winkel und einer veraͤnderli⸗ 
chen Entfernung 2 ausgedruͤckt iſt, hat es mit den Inte; 
gralien TV (da 2d) und fiz" dy eine vollig ähnliche 
Bewandniß. (a, a. O. 52. 69. 9.) + 


53.8. 
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I 38. F. 9 
In dem Dreyecke, defen Seiten dx, d y, ¥ (dx? dy) 
ſind, vorausgeſetzt, daß dx, dy, ganz unbeſtimmte ver⸗ 
aͤnderliche kimen, eben fo wie x, y, bezeichnen, aͤndert 
ſich die Sage der Hypothenuſe ¥ (dx’+-dy*) gegen die 
Grundlinie dx, wenn dieſe abnimmt; die Tangente des 


aut Sas ad 
Winkels zwiſchen beyden ift =, wie ſich auch dx aͤn⸗ 
x 


7 5 x 
gente des Winkels gleich, unter welchem die Tangente im 
Endpunct der Ordinate y gegen die Abſciſſenlinie geneigt 
iſt, oder mit andern Worten, die Graͤnze des Verhaͤlt⸗ 
niſſes dy: dx iſt dem Verhaͤltniſſe der Ordinate zur Sub⸗ 
tangente gleich (a. a. O. 46. §.) Wenn durch den Ends 
punct der Ordinate y eine Normallinie gezogen wird, fo 
liegt zugleich in dieſer Normallinie der Mittelpunct eines 
Kreiſes, den man durch beyde Endpuncte der Sehne 
dr rdy') verzeichnen kann. Es fey der mit dieſer 
Sehne Y(dx rd y') zuſammen gehörige Bogen dieſes 
Kreiſes = du, der dazu gehörige Winkel am Mittelpunct 
d, fein Halbmeſſer Sr; fo find alle dieſe Groͤſſen 
veraͤnderlich und haͤngen fo von dx ab, daß ſowohl des 


ds 
Verhaͤltniſſes —— — —— , als auch des Verhaͤltniſ⸗ 
0 Yidx+dy’) 
u 


ſes — — GGraͤnze t, mithin zugleich die 


v(dr+dy?) 


ds 4 ; 
Grange ==} werden muß. Man kann daraus rich⸗ 
u a 


: dy, 
dern mag. Die Graͤnze des Quotienten = iſt der Sans 


tig weiter ſchlieſſen, alſo fey s du, denn dieſe Glei⸗ 
chung iſt mit s dx dy) (57. §.) vollkommen 
einerley. So wenig aber aus dieſer letztern folgt, daß 

a ber 
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der Bogen s aus unendlich vielen unendlich kleinen graden 
linien zuſammen geſetzt ſey, ſo wenig folgt es aus jener 
Gleichung, daß s eine Summe unendlich vieler unendlich 
kleiner Kreisbogen ſey: es folgt nichts weiter, als daß die 
Summe aller Bogen du und die Summe aller Sehnen 
Y(d dy) ſich einer und eben derſelben Graͤnze maz 
hern, wenn dx abnimmt, und daß dieſe gemeinſchaftliche 
Graͤnze beyder Summen Dss ſey. Weil Übrigens auch 


du=rdwift, fo ift zugleich die Grange 


— I, 


d ? 
Setzt man ferner Are tang, — =, fo iſt dO die 


y 
Amplitude des Bogens ds vorausgeſetzt, daß dx, dy, 
und alles uͤbrige, was davon abhängt noch unbeſtimmt 


' d. 
fey. Wenn nun aud) die Grange 5 = ſeyn ſoll, fo 
= ds ds 
olgt aus der Gleichnng — =ı, oder - — 
folg b ri Cie 


d 
=1, da dann — der Kruͤmmungs⸗ 
. ? 


ds 
a 
uch 2 5 
halbmeſſer iſt. 


i 59. 0. 

Die Cubatur der er Raͤume, und die OQua⸗ 
dratur der krummen Flaͤchen beruhet auf eben fo ſichern 
Gründen, als die Quadratur der ebenen Fuaͤchen, und 
die Mectification der krummen linien, welche fie begraͤn⸗ 
zen, und es hat mit den aus der koͤrperlichen Geometrie 
hergenommenen im 43 6. angeführten Nedensarten eine 
ganz ähnliche Bewandniß, wie mit denjenigen, wovon 
der richtige Sinn im 37. und 5 8. H. iſt feſtaeſetzt wor⸗ 
den. Man ſtellet ſich im runden Körper eine Reihe inner 
rer und eine Reihe aͤuſſerer gleich hoher Cylinder vor, 
die alle mit dem runden Körper einerley Axe haben; jede 
Reihe innerer Cylinder iſt kleiner und jede Reihe der äufs 

E ſern 
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fern Cylinder ift gröffer als der runde Körper: die Graͤn⸗ 
ze zwiſchen beyden iſt der runde Koͤrper ſelbſt, und eben 
dieſe Graͤnze zwiſchen beyden Cylinderſummen giebt die 
bekannte Integralformul. Auf ähnliche Art beſchreibt 
man an der hohlen Seite der krummen Flaͤche des Koͤrpers 
eine Reihe innerer, an der erhabenen Seite eine Reihe 
aͤuſſerer eoniſcher Flächen. Jede Summe der innern Fla- 
chen iſt kleiner, jede Summe der auffern aber groͤſſer 
als die krumme Flaͤche des runden Körpers: dieſe trum 
me Flaͤche iſt die Graͤnze zwiſchen beyden, und die bekann⸗ 
te Integralformul giebt dieſe Graͤnze zwiſchen beyden 
Flaͤchenſummen, mithin keine Summe coniſcher Flaͤchen. 
60. §. 

Das gleichſchenklichte Dreyeck ABD fey ein Schnitt 

iin durch die Axe AC eines graden Kegels, und die Axe AC 
fen bey E, F, G, U, in ſo viele gleiche Theile wie man 
will getheilt: wenn nun KS, LT, MV, NW, mit BD 
parallel, SO, TP, VQ, WR aber mit AC parallel find; 
fo ſtellen die Rechtecke KO, LP, MQ, NR, Schnitte 
durch die Are gleich hoher im Kegel beſchriebener Cylinder 
vor. Wenn alsdenn AC in n gleiche Theile getheilt it, 
fo iſt eines jeden Cylinders Höhe Sn AC. Ferner iſt 

BC B 
EK = — I een GM =3. 
AC. n AC n 


BC 1 eu 
—. — AC, u. ſ. f. mithin 
AC n ff 0 
BC? 
Cl. KO = 1. . AC? 
AC m 
2 
Le 7. 4. — — 
AC? n 
BC 1 


Mu. 9. — . — AC} U. J. f. 
Weil 
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Weil nun die Anzahl aller Cylinder = n—i iſt, fo fins 
det man ihre Summe S= 
(449 16 4 =D) a . BC. AG; 
n 


Es iſt aber ſonſt bekannt, daß die Summe der Reihe 
(449 H 16... 4 (n — 1) =F (n — 10 ＋ 
(47 + 5 n 1) ſey: mithin iſt die Cylinderſumme 

SG di er 
‘ Gem N n 2 15 6 * j 15 ne * 4 
Dieſe Gleichung iſt richtig für jede ganze Zahl, die man 
für n ſetzen will, alſo für jeden Werth des Bruchs — 

n 


ras eee 8 2 1 P 233 8 : 
mithin auch für — So, oder n= o, und in dleſem 
ö . "rg - ; 


x — H 1 T 1 j 
en Tui 
n - L n n? 
So, und es wird 8 = f m. BC, AC, Wenn alſo 
dieſer bekannte Schrfaß vom Kegel auch nicht ſonſt ſynthe⸗ 
tiſch geometriſch erwieſen waͤre; ſo waͤre doch der hier vor⸗ 
getragene algebraiſche Beweis deſſelben eben ſo ſcharf, als 
andre bekannte geometriſche Beweiſe davon; denn die 
Grange dieſer Eylinderſummen, die wie ſonſt eine veraͤn⸗ 
derliche Groͤſſe von der Zahl n abhaͤngt, iſt nichts anders, 
als der Kegel ſelbſt. a 


61. 6. 

Wenn man anſtatt der innern Cylinder zuſſete be: gig 
ſchreibt, wie es die 2 Figur vorſtellet, fo werden KS, LT, 
MV, NW, die untern Grundflächen, anſtatt deſſen, 
daß es vorher die obern waren, und zur vorigen Summe 
kommt noch der unterſte Cylinder BX. Wird dieſer noch 
dazu addirt, und die Summe L gefeßt, fo findet man 

E20 2 
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[4 


; 2 1 
S=(1-+4+9+ Ges m), BEN Tr. BCi. AC, und 
zu n 
es iſt 4-49 +16... Fe)=jm+zn’+Hn, 
alfo ferner = G+E — + —). *. BC. Ac. Um 
n n 


2 4 . ow 1 1 
die Graͤnze dieſer Summe zu finden, wird — Do, oder 


n 

n == oo gefeßt, fo erhält man = = ¥ u. BC. AC, alfo 

wird dieſe Grange eben fo groß, als die vorige gefunden, 

wie der Natur der Sache nach nicht anders ſeyn kann. 

Man findet alſo keine Summe unendlich vieler unendlich 

kleiner Cylinder, auch keine Summe von Cylindern, die 
ſich der Groͤſſe des Kegels unendlich naͤhert: man findet 

vielmehr den körperlichen Raum des Kegels ſelbſt. 


an 62. H. 

3819 Es fey nun BAC ein Schnitt durch die Ure AC eis 
ner Halbkugel, und BD der Durchmeſſer eines groſſen 
Kreiſes, auf deſſen Ebene A0 ſenkrecht iſt. Die Höhe 
oder Axe AC dieſer Halbkugel fey wie die Höhe des graz 
den Kegels (60. §.) bey E, F, G, H, in fo viele gleiche 
Theile als man will getheilt, auch ſey durch jeden Thei⸗ 
lungspunct eine Ebene auf AC ſenkrecht geführt, wovon 
jede einen zur Are AC gehörigen Parallelkreis giebt, da 
dann KS, LO, MP, NQ, die Durchmeſſer tiefer Krei⸗ 
ſe vorſtellen. Eben dieſe Kreiſe werden zugleich die obern 
Grundflaͤchen der in der Halbkugel eben ſo, wie im gra⸗ 
den Kegel (Go. 6.) beſchriebenen gleich hohen graden Cy⸗ 
linder, wovon die Rechtecke KO, LP, MQ, NR, Schnit⸗ 
te durch die Ure vorſtellen. Wenn nun AC in n gleiche 

„Theile getheilt und der Halbmeſſer der Kugel Dr geſetzt 


iſt, fo hat man CH= c. ae 
n n g 


u. ſ. w. Ferner iſt 
HN? 
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PER CE lg, — 
. 
und fo ferner fort fuͤr alle Cylinder, deren Anzahl 
a 5 7 
Sn f iſt. Wird jedes dieſer Quadrate mit m. — AC 
> N 


multiplicirt, fo giebt die Summe aller fo gefundenen Pros 

ducte zugleich die Summe aller innern Cylinder. Man 
kann auch zuerſt alle Grundflaͤchen ſummiren, ſo er⸗ 

haͤlt man 


- r -G A bot. H= Mr. 


G-) HEN HR) rt 
n? 
Ferner fey S die Summe aller Cylinder, fo findet man 


n—I (n— 1) (n— 1) 
= . 15— — ＋2 
5 as 6. ees neee 
1 —1 
5. ar 
+3 3 / 


Die Grange dieſer Summe iſt m. abs gur, und 
das iſt zugleich der Inhalt der Halbkugel, weil dieſer die 
Graͤnze aller innern Cylinder iff. 

63. §. 

Wenn die Cylinder um die Halbkugel ffi = 
find, wie es die 4 Figur vorftelletz fo werden KS. LT. MV 18 
NW, untere Grundflachen eben ſo vieler Cylinder wie 
ah unten aber kommt der Cylinder BX hinzu, deſ⸗ 

E 3 ſen 
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fen Glatt mr” — pi he 
der negative Reif der vorhin gefundenen Summe .. 
ändert, der pofitive Theil aber wird !; t 
=a, Gebt man alſo die Summe aller Auffern Colin; 


der ST, ſo findet man 
— — na) au 9 a 


— 3 1 
. TL? — Ch 


und bie —.— sa a iff wie vorhin =jar, 
wie auch nicht anders ſeyn kann, weil diefe Grange wie⸗ 
derum nichts anders, als die Halbkugel ſelbſt iſt. Man 
ſummirt demnach ſchlechterdings keine unendlich kleine Cy⸗ 
linder, noch weniger ſucht man etwas, das ſich der Halb⸗ 
kugel ohne Ende naͤhert: man ſucht die Halbkugel ſelbſt, 
Man ſummirt eine Reihe eens wovon man weiß, 
daß fie alle gleich hoch find: Weed laͤßt man ihre Höhe 
unbeſtimmt. Man kennet das Geſetz „nach welchem ihre 
Grundflächen von einander abhängen, und kann eben 
darum eine Formul fiaben welche dieſe Se fuͤr je⸗ 


den Werth der Ball N aſſo auch fir — o an: 


giebt. In dieſem 1 Falle iſt das keine Cainder: 
fumme mehr, man weiß aber aus andern Gründen, was 
das fuͤr ein geometeifchet, Körper (er „deſſen Suhale die 


Formul geben muß, wenn man = So ſetztz es iſt 


ein Körper des grbſſer iſt als be innere und kleiner als 
jede zuſſere Eylinderfumme, und ein ſolcher Koͤrper iſt 
wnt Halbkugel. on Ober fag, welcher bey dieſer fa 1 

ieſ⸗ 
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ſchlieſſen zum Grunde liegt, iſt der Hauptgrundſatz bey 
der Exhauſtionsmethode der alten Geometer. : 


64. § 


Um der Vollſtaͤndigkeit willen mag noch das nachſte zn. 
hende Exempel von der Quadratur der Oberfläche der Ku⸗ 
gel zur Erläuterung dienen. Es fey alſo C der Mittel 
punct, AE, BD, ein Paar auf einander ſenkrechte 
Durchmeſſer in der Ebene des gröften Kreiſes ABED der 
Kugel; man theile den Quadranten AB bey F, G, in fo 
viele gleiche Theile als man will, auch die folgenden Qua⸗ 
dranten BE in eben ſo viele gleiche Theile, ziehe die Seh⸗ 
nen FK, GL, HM, u. ſ. w. mit BD parallel; fo wird 
dadurch der andre Halbkreis ADE eben ſo, wie ABE ge⸗ 
theilt. Ferner ziehe man die Sehnen AF, FG, GB, 
AK, KL, LD, aller gleich groſſen Bogen beyder Halbkrei⸗ 
fe, fo ſtellen die Trapezien KFGL, GBDL, u. ſ. f. Schnit⸗ 
te durch die gemeinſchaftliche Axe einer Reihe in der Ku⸗ 
gel beſchriebenen abgekuͤrzten Kugel vor, wozu auf jeder 
Seite bey A und E noch ein ganzer Kegel AEK, ENI, 
kommt. Nun ſey die Summe der krummen Flaͤchen aller 
dieſer Kegel D 8, fo iſt S (AF. OF + FG (OF HFG) 
-+BG(PG-HCB)-FBACCB+-OH)+....) Weil fer 
ner alle Sehnen AF, FG, GB, BH, .... gleich groß 
find, fo wird S = AF (OF + PG-++CB+QH..,.) 
Der Kugel Halbmeffer fey Sr, der Winkel ACF = 


I ; I 421 
x, fo iſt AF = 2 x fin. J. — , OF r ſin.— 7, 
8 ; I n 


I ; 1 
PG Dr ſin, 2. — , BC =r fin. 3. a. r, und fo 
7 Brut 


ferner „mithin erhält man 8 = 2 u rr, 2 ſin. 3. ug 
1 Tits ; Nn 
eee ee 
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(Ga. pio * I fin, 2. — ”+-fin. 3. — rt...) Es 
n 


iſt aber die Summe aller Sinus, welche den eingefch! offe 
fin Zu 1) Ja x. ſin. 2 n＋ 90a 7 


nen Factor ausmachen S ee ＋ a" 
Zn 
fi „ fi F 
RE, ae ait ue eee is AG fotgti wird 
1 
8 fin. (3 +4) w. fin (Z +} Weil dieſe 


Formul allgemein ft, was man A ie eine ganze Zahl 
anftatt n fegen will, fo kann man auch für n die Granje 
oo, oder Do ſetzen, fo muß fie die Grange aller cont: 
ſchen Flächen geben, und dieſe iſt nichts anders als die 
W fläche: mithin iff die Kugelflaͤche = 4 arr. 


65. C. 


68. Will man dergleichen eoniſche Flaͤchen um die Kus 
gel beſchreiben, ſo ſey der gröfte Kreis abed bey f, g, b 
h. . wie vorhin getheilt. Jeden fo gefundenen Bogen 
Hafbıre ı man aufs neue bey 8. T. V, W. . . und ziehe 
die Tangenten AB, FG, GB, BH, .... auch fuͤr den an⸗ 
dern Halbkreis AK, KL LD, DM, Kr N erha't man, 
wie bekannt iſt, ein regnlaͤres Pol van um den Kreis 
abed. Ferner find FK, GL, HM, .... mit BD 
parallel, die Srapesien KFGL, GBDL, DBHM, 
find wie vorhin Schnitte durch die gemeinſchaftliche Are 
AE einer Reihe abgekuͤrzter Kegel, und an jeder Seite 
kommt ein ganzer Kegel AFK, NEl, noch hinzu. Das 
regulaͤre Polygon um den Kreis abed iſt zugleich ein rez 
gulaͤres Polygon im Kreiſe, wozu der Halbmeſſer CA 


I 
= rfec 3 — =o gehört: demnach wird die im 64. $. 
* — ‘ n — E 2 


gefundene Formul für die Summe aller eoniſchen Gla 
; N chen 
* 


* 
* 
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chen auf dieſen Fall leicht angewandt, wenn man 
r ſec. 3. 4 ir anſtatt er ſetzt. Alsdenn fen Diele Summe 
= T, fo iſt T = 4 are (ſec. 5. f ):. fin, gt) 
fin. (I Hun. Auch dieſe Formel ift allgemein für jede 
Zahlen, alſo auch fir ihre Grange o, oder fir 20, 
mithin iff auch die Graͤnze dieſer Summe = = 4rır, 
und diefe iſt nichts anders als die Kugelflaͤche ſelbſt. Wer 
noch daran zweifelte, der wuͤrde doch wohl nach Art der 
Alten den nachſtezenden Schluß gelten laſſen. Eine Flaͤ⸗ 
che, die groͤſſer iſt, als jede Summe innerer und kleiner 
als jede Summe aͤuſſerer coniſcher Flaͤchen, iſt der Ku⸗ 
gelflache gleich. Aber die Flaͤche 41 rr hat beyde Eigen⸗ 
ſchaften: alfo iſt fie der Rugelflache gleich. 


6 6. §. 


Bey ganz allgemeinen Unterſuchungen befonders in 
der hoͤhern Mechanik, wenn von Bewegungen ſolcher fe⸗ 
ſten Körper die Rede iſt, die ihre vorgeſchriebene Geſtalt. 
und Groͤſſe haben, kommen dergleichen Vorſtellungsarten 
vor, als wenn die Oberfläche des Körpers aus Parallelo⸗ 
grammen, der ganze Raum des Koͤrpers aber, den die 
Oberflaͤche begraͤnzt, aus Parallelepipeden beſtuͤnde: bey⸗ 
de Seitenlinien jener Parallelogramme, und alle drey 
Seitenlinien dieſer Parallelepipeden werden alsdenn uns 
endlich klein angenommen, ſo wie es oben am Ende des 
43. §. iſt bemerkt worden. Ein ſolches Parallelogramm 
wird durch die Formul dx dy fec. & ausgedruͤckt, wenn co. 
der Neigungswinkel der Ebene dieſes Parallelograms ge: 
gen die Abſeiſſenebene iſt, und *, „, rechtwinklichte Coor⸗ 
dinaten ſind: ein Parallelepipedum dieſer Art wird durch 
die Formul dx dy dz ausgedruͤckt, und x, y, 2, find als: 
denn drey rechtwinklichte Coordinaten. Weil nun dx, 
dy, dz, der gewoͤhnlichen Vorſtellung gemäß unendlich 
klein find, fo iff dx dy ein unendlichkleines der zweyten, 

ö E 5 b dx 
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dx dy dz ein unendlichkleines der dritten Ordnung: alſo 
‘hat es das Anſehen, als wenn bey Rechnungen dieſer 
Art die Vorſtellung von unendlichkleinen Groͤſſen verſchie⸗ 
dener Ordnungen etwas febr weſentliches fey. Man darf, 
wie es ſcheint, im geringſten nicht zweifeln, daß de dy 
unendlichemahl kleiner fen als ydx, und daß dxdy dz wie- 
der unendlichemahl kleiner ſey als dy dx. f 
Anſtatt einer weitlaͤuftigen Antwort bemerke ich nur 
kurz, daß die gewoͤhnlichen Lehren von den Ordnungen des 
Unendlichkleinen, welche im 33 u. f. H. . binlaͤnglich find 
ins licht geſetzt worden, hier nicht einmal hergehören. 
Wenn man die bekannte Integralformul fuͤr die Quadra⸗ 
tur der Oberfläche runder Körper (Anfangsgr. der Math. 
Anal. 72. F.) anwendet; fo ſetzt man voraus, daß die St 
gur eines jeden auf der Axe der Abſciſſen x ſenkrechten 
Schnittes mit der krummen Flaͤche ſchon bekannt ſey: 
denn fie foll vermoͤge der Vorausſetzung ein Kreis ſeyn. 
Auch wird die Figur aller Schnitte durch die Are ſelbſt 
ſchon als bekannt angenommen. In andern Fällen iſt 
die Figur des Schnittes noch nicht bekannt, und muß 
durch eine vorlaͤufige Integration geſucht werden, bevor 
vermittelſt einer zweyten Integration die geſuchte Flaͤche 
gefunden werden kann. Was man hier ſucht, iſt ſowohi 
das eine, als das andremahl Graͤnze einer Summe. 
Wenn man den Inhalt des Körpers ſuchen will, 
fo muß vorher die Flaͤche des auf der Are der Abſeiſſen x 
ſenkrechten Schnittes bekannt ſeyn, ſo wie es die ſonſt be⸗ 
kannte Formul für die Eubatur runder Koͤper vorausſetzt. 
(Anf der Math. Anal a, a. O.) Um dieſe Flaͤche zu fine 
den, wenn ſie noch nicht bekannt iſt, muß, wie vorhin 
bemerkt ward, zuerſt die Figur des Schnittes, ferner 
permittelſt einer zweyten Integration die Flaͤche deſſelben 
geſucht werden; alsdenn allererſt kann man vermittelſt eis 
ner dritten Integration den koͤrperlichen Inhalt finden. 
Daher kommt es, daß die Formul fuͤr die Quadratur ein 
5 . 
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dopeltes Differential, und die Formul fuͤr die Cubatur 
ein dreyfaches Differential enthalt. Die Flaͤche if ei⸗ 


: ** f — 
gentlich =f dx dy, und der koͤrperliche Inhalt = 


xyz 

dx dy dz. Wer mit den noͤthigen Vorkenntniſſen 
verſehen iſt, der findet von dem allen in meinen Anfangs⸗ 
gründen der Math. Analyſis im 224, U. f. 9 H. binlaͤngli⸗ 
chen Unterricht. 5 


Die Fluxionenrechnung und ihre Uebereinſtim⸗ i 
mung mit der Differentialrechnung. 


67. §, ; 

Was Herr von feibnig Differenzen veraͤnderlicher 
Groͤſſen, und in dem beſondern Fall, wenn fie verſchwin⸗ 
den ſollten, Differentialien nannte, das nannte Herr 
Newton dem Sinne nach eben fo; er nannte fie incre- 
menta und deerementa, und in dem beſondern Fall, wenn 

fie verſchwinden ſollten, fo ſetzte er das Wort momenta- 
nea hinzu. Oft fagt er kurz: momenta anflatt incremen- 
ta oder deerementa momentane Sin feiner bekannten 
Abhandlung: Methodus fluxionum et ſerierum infinita- 
rum, (Newtoni Opufcula Marhematiea Philofophica et 
Philologica, Lauſannae et Genevae 1774. Opufculum, 
IL) welche ſchon im Jahr 1671 ſoll ausgearbeitet gewe⸗ 
ſen ſeyn, nennt er dieſe momenta bald indefinite parua, 
bald infinite parua. Ein incrementum momentaneum 
der peraͤnderlichen Griffe x ſetzt er == xo, und in dem 
Beweiſe des I. Problems a. a. O. T. II. p. 60. heißt es: 
cum autem finxerimus o quantitatem infinite paruam, vt 
exponere poſſet quantitatum momenta, termini in eam 
ducti pro nihilo poſſunt haberi cum aliis collati, eos igi 
tur negligo. Wenn man das und mehrers ähnliche Stel⸗ 

: len 
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len mit der Leibnitziſchen Art des Vortrages zuſammen 
halts ſo darf man wohl um fo, weniger an demjenigen 
zweifeln, was H. Newton in dem berühmten Scholion 
(Phil. Nat. Princip, Math, Lib, II. Sect. Ik Lemma II.) 
ſelbſt bezeuget; reſeripſit vir Clariffimus (Leibnitius) fe 

uoque in eiusmodi methodum incidifle, et methodum 
uam communicauit a mea vix abludentem praeterquam 
in verborum et notarum formulis = 


68. b. 

In dem angezogenen Lemmate II. ſind die Woͤrter 
momenta, mutationum velocitates, auch zuweilen das 
Wort inerementa gebraucht, und Newtons eigene Erz 
flarung darüber iſt dieſe: quantitates vt indeterminatas 
et inſtabiles et quaſi motu fluxuue perpetuo ereſeentes vel 
decreſcentes hic conſidero, et eorum incrementa vel de- 
crementa momentanea ſub nomine momentorum intelli- 
go: — — Caue tamen intellexeris particulas finitas 
— — intelligenda ſunt prineipia iam iam nefcentia fini- 
tarum magnitudinum. Neque enim ſpectatur in hoe 
Lemmate magnitudo momentorum ſed prima naſcentium 
proportio. Eodem recidit fi loco momentorum vſurpen- 
tur velocitates incrementorum ac decrementorum, (quas 
etiam motus, mutationes et flaxionos quantitatum nomi- 
nare licet) vel finitae quaeuis quantitates velocitatibus hifce 
proportionales. Am deutlichſten ſtehen die Gründe von 
dem allen im 1 Buch in den erſten Sehnfäßen des J. Ab⸗ 
ſchnittes, und vornehmlich im Scholio beym Lemmete XI. 
Die vielerley Nahmen, welche hier vorkommen, ruͤhren 
nur daher, weil die Sache neu war, und Newton fie 
gern foviel möglich einleuchtend machen wollte. Nach 
Art der Alten wollte er nicht alle Beweiſe einkleiden, weil 
das allerdings feinen Vortrag ſehr umſtaͤndlich gemacht 
hatte: er wollte aber auch verhuͤten, daß man nicht glau⸗ 
ben moͤgte, ſeine Art zu ſchlieſſen ſey einerley mit Caval⸗ 

levit 
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lerii Methode des Untheilbaren. Daher kommt die Vor⸗ 
ſtellung der ſtetigen geometriſchen Griffen, der linien, 
Flaͤchen und Körper, als entſtuͤnden fie durch Bewegung 
eines Punets einer Linie, einer Flache, daher die Erinnes 
rung, daß man auch loco momentorum velocitates incre- 
mentorum et deerementorum verſtehen, daß man die 
Nahmen motus, mutationes, fluxiones quantitatum brau- 
chen koͤnne. Newtons momenta find alſo mit den Leib⸗ 
nitziſchen Differentialien ſo vollkommen einerley, daß es 
mit ſehr wahrſcheinlich iſt, man habe nach der Zeit in 
Engelland vornehmlich nuͤr um deßwillen den Nahmen 
fluxiones gewählt, damit es um fo mehr das Anſehen ha⸗ 
ben ſolle, Newtons neue Analyſis, welche eben darum 
auch den Nahmen Fluxionenrechnung erhielt, fey was an⸗ 
ders als feibnigens Differentialrechnung. Mewton ſelbſt 
hatte fie ſonſt methodum rationum primarum er vltima- 
rum genannt, und das war der beſte der Sache ſelbſt am 
meiſten angemeſſene Nahme. 5 


69. §. 

Newtons Meinung iſt alſo Anfangs wohl nicht ge⸗ 
weſen, daß man beym ſyſtematiſchen Vortrage der gan⸗ 
zen Theorie die Begriffe von Bewegung Zeit und Ger 
ſchwindigkeit der Bewegung zum Grunde legen ſolle: die⸗ 
ſes ſcheint mir ſehr deutlich aus ſeinem Vortrage in der 
oben ſchon angeführten Abhandlung: Methodus fluxio- 
num et ferierum infinitarum zu erhellen (a. a. O. pag. 
54.) Er will nicht, daß man den gewoͤhnlichen Begriff 
verſtehen ſoll, wenn er das Wort Zeit braucht, es ſoll 
nichts anders als eine gleichfoͤrmig wachſende veraͤnderliche 
Groͤſſe bedeuten. Die Geometer waren zum Theil ſchon 
durch Cavallerii Methode an die Vorſtellung gewohnt, 
man koͤnne ſich die geometriſchen Groͤſſen als aus untheil⸗ 
baren Theilen zuſammengeſetzt vorſtellen: er wollte fie wie: 
der an die Vorſtellung ſtetiger Groͤſſen gewöhnen, und 
i als 
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als ein Exempel dazu ſchien ihm der Begriff von dem, was 
man Zeit nennt, am geſchickteſten. Man ſollte ſich eine 
veraͤnderliche fintie eben fo wie die Zeit als ein continuum 
denken. Er ſagt ausdruͤcklich: Tempus For maliter non 
conſidero, {ed ſuppono, quod vnd ex propoſitis quanti- 
tatibus homogenen cum alis ereſcat aequabili fluxu, ad 
quam ceterae, tanquam ad tempus referuntur, quae 
ideo per andlogiam non inconcinae dici poteft tempus. 
Quoties igitur vox tempus in fequentibus inuenietur; 
hoc verbum ſumendum eſt, non quaſi tempus intellexif- 
fem in ſua for mali ſignificatione, fed tanquam fignificans 
quantitatem illam a tempore diuerfam; cuius aequabili 
incremento vel fluxu tempus exponitur et menſuratur. 
In dem Beweiſe a a O. pag. 59. 60. iſt auch gar nicht 
die Rede von Vergleichung der Geſchwindigkeiten, womit 
* und y wachfen, ſondern davon, wie ſich die Gleichung 
zwiſchen x und y aͤndert, wenn *I. xo anſtatt x, und 
ys anſtatt y geſetzt wird, xo, yo heiſſen auch hier 
quantitatum momenta , und werden wie die Leibnififchert 
Zeichen d x, dy, bey der Rechnung gebraucht. Zwey 
veränderliche Groͤſſen x und y hängen hier nach einem ge⸗ 
wiſſen Geſetz von einander ab, das die Gleichung zwiſchen 
beyden ausdruͤckt, und es wird daraus eine andre Glei⸗ 
chung zwiſchen xo und yo, als zwiſchen irierermentis mos 
mentaneis der Gröſſen x und y vollkommen eben fo hers 
geleitet, wie man es macht, wenn man nach Libnißens 
Art rechnet. Ob man dx, dy, anſtatt X o, yo, ſchrei⸗ 
ben will, das ift wohl ſehr gleichgültig. Demnach darf 
man kuͤhn behaupten, Newtons Fluxionenrechnung und 
seibnißens Differentialrechnung fen, nicht allein in Anſe⸗ 
hung der Rechnungsregeln felbft, ſondern auch in Anſe⸗ 
bung der Gruͤnde, worauf beyde beruhen, vollkommen 
einerley: nur hat Newton dieſe Gründe beffer, deutlicher, 
und völlig mathematiſch richtig angegeben. 


70. % 
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70. . §. 

Die Begriffe von Bewegung Zeit und Geſchwin⸗ 
digkeit, welche Newton nur zur Erlaͤuterung ſeines Vor⸗ 
trages brauchte, gehören gar nicht hieher. Wenn alſo 
Herrn Maclaurins weitlaͤuftiges Werk Treatiſe of Flu- 
ions Edinb. 1742, wovon wir auch eine franzöfifche 
Ueberſetzung haben: Traité des fluxions par le R. P. Re- 
zenas, a Paris 1749, nicht ſonſt allerley lehrreiche Unters 
ſuchungen enthielte, und als ein gutes mathematiſches Rez 
pertorium diente; (ein ordentliches Syſtem darf man dar⸗ 
in nicht ſuchen) ſo waͤre es ſehr entbehrlich. Daß bey 
den ungleichfoͤrmigen Bewegungen, wenn ein Punce in 
der Zeit t den Weg x zuruͤckgelegt, und in dieſem Augen⸗ 


blick die Geſchwindigkeit verlangt hat, v= — fer, und 
* 


daß diefer Ausdruck den Weg bezeichne, der in einer Zeit⸗ 
ſecunde, oder jeder andern fuͤr Eins angenommenen Zeit 
wuͤrde zuruͤckgelegt werden, wenn mit dem letzten Augen: 
blick der Zeit t die Bewegung gleichfoͤrmig zu werden an⸗ 
ſienge; das läßt ſich auf ein Paar Oetapſeiten völlig ins 
ficht ſetzen. (M. ſ. meinen lehrbegriff der gef. Math. 4 
Theil 99. 105. §. Mech. 29. 41. S.) Die Gleichung 
zwiſchen t und x fen welche fie wolle, fo kann auch t die 
Abſeiſſe, x die Ordinate einer graden oder krummen Unie 
vorſtellen, nachdem es eine einfache oder höhere Gleichung 
if. Nur im erſten Fall fonnen gleiche dx mit gleichen de 
zuſammen gehören, alsdenn wächft x mit t gleichfoͤrmig, 


x x 
und es iſt emp das Inerement oder Decrement, 


um welches fih x ändert, wenn t um ein Inerement 
=1 wächſt. Im andern Fall iff die Grange des Werths 


d ; 
— das Inerement oder Deerement, um welches ſich x, 
* 


wenn 
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wenn die fernere Aenderung nun gleichfoͤrmig bliebe, ane 
dern wuͤrde, wenn ſich x um ein Increment = k aͤnder⸗ 


x dx ; 
te. Demnach kann man allemahl os als die Geſchwin⸗ 
t 


digkeit betrachten, womit ſich die Function x der veraͤn⸗ 
lichen Groͤſſe t aͤndert, waͤchſt oder abnimmt, wenn t 
Aenderungen leidet. Wer das weiß, der uͤberſiehet ohne 
alle Umſtaͤnde, daß es einerley ſey, ob man lieber von 
Fluxionen und Geſchwindigkeiten ſprechen, oder grade zu 
Jucremente, Momente, Differentialien fügen will. Der 
Dahme Differentialverhaͤltniß, iſt fo gut als der Nah⸗ 
me erſtes oder letztes Verhaͤltniß, oder Graͤnze des Ver⸗ 
haͤltniſſes. Die Begriffe von Bewegung Zeit und Ge— 
ſchwindigkeit zum Grunde ſetzen, daraus analytiſche Rech⸗ 
nungsregeln und geometriſche lehrſaͤtze herleiten, das heißt 
die Ordnung umkehren. Man muß die Grundlehren der 
Mechanik aus analytiſchen und geometriſchen Grundleh⸗ 
ren, nicht dieſe aus jenen herleiten. 


71. F. 
Will man vollends die allerbekannteſten Dinge auf 


ſynthetiſch geometriſche Art nach der Exhauſtionsmetho⸗ 


de der Alten beweiſen, alle ſpecielle Fälle haarklein aufzaͤh⸗ 
len, die man uͤberaus leicht uͤberſiehet, wenn man nur 
nach den bekannteſten Regeln der Buchſtabenrechenkunſt 
ein Zeichen in das entgegengeſetzte veraͤndert; ſo verliert 
die Wiſſenſchaft den ganzen Vorzug wieder, wodurch ſie 
ſich vor den Methoden der Alten auszeichnen ſollte. Die 
Gedult des Lernenden, dem es vornemlich darum zu thun 
iſt, die Rechnungs- und Erfindungsregeln mit ihren 
Gruͤnden kennen zu lernen, wird ohne Zweifel ſehr ermuͤ⸗ 
det, wenn er auf dem Wege gefuͤhrt wird, den H. Ma⸗ 
elaurin vorgezeichnet hat. Er legt feinem leſer einen gan⸗ 
zen Quartanten, und noch die Haͤlfte eines andern von 

eben 
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eben der Starke vor, und fuͤhrt ihn beynahe durch das gat: 
ze Gebiet der Mathematik herum, ohne ihm einen keitfa⸗ 
den zu geben, woran er ſich halten kann, den er doch in 
dem Buch vornemlich ſuchte, um den kuͤrzeſten Weg zu 
finden: allererſt in der Mitte des zweyten Quartanten 
macht er ihn mit den allerleichteſten Rechnungsregeln be⸗ 
kannt, wo doch Newtons Graͤnzen der Verhaͤltniſſe wie⸗ 
der vorkommen, die vorher ebenfalls hie und da einge⸗ 
miſcht waren, auch nicht vermieden werden konnten, weil 
die ganze Sache davon abhaͤngt. Das heißt doch wohl, 
die Sache auſſerordentlich erſchweren und über alle Maaſ⸗ 
ſe ins weitlaͤuftige ziehen. Newtons Erfindung ſollte ja 
eben eine ſo ermuͤdende Weitlaͤuftigkeit des Vortrages zu 
vermeiden dienen: er ſelbſt ſagt in dem Scholion beym 
Lemmate XI. d. a. O. Praemiſi haec lemmata ut effuge- 
rem taedium deducendi perplexas demonſtrationes more 
vererum Geometrarum ad abſurdum. Die Wiſſenſchaft 
hat das Schickſal erfahren, was fo häufig bey menſchli⸗ 
chen Angelegenheiten beobachtet wird; man haͤlt ſelten ei⸗ 
ne geſchickte Mittelſtraſſe. Die deutſchen und franzoͤſi⸗ 
ſchen Mathematiker wollten alles, auch ſogar die Ele⸗ 
mentargeometrie, abgekuͤrzt haben, und blieben nicht ſehr 
um die Gruͤndlichkeit des Vortrages beſorgt. Die En⸗ 
gellaͤnder wollten nichts von der Gruͤndlichkeit verlieren, 
auch der Schein ſollte wegfallen, als waͤre ihr Vortrag 
weniger gruͤndlich, als der Vortrag der Alten Geometer: 
daruber verfiel man in eine groͤſſere weit mehr ermuͤdende 
Weitlaͤuftigkeit als die war, zu deren Vermeidung die 
neuern analytiſchen Rechnungsmethoden die vortreflichſten 
Huͤlfsmittel haͤtten abgeben ſollen. Die nun weiter fol⸗ 
genden wenigen Bemerkungen werden das alles, worauf es 
Re der Fluxionsmethode ankommt, hinlaͤnglich ins licht 
Hep eer = : yi? 
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. 4 We 72. 9. +: de 
Die Geſchwindigkeit der gleichfoͤrmigen Bewegung 

wird aus der Groͤſſe des Weges beurtheilet, welcher in 
bekannter Zeit, die man fuͤr Eins annimmt, zuruͤck ge⸗ 
leget wird: Geſchwindigkeit fir eine Stunde, eine Mi: 
nute, eine Secunde, iſt der in einer Stunde, in einer 
Minute oder Secunde zuruͤck gelegte Weg. Wenn 8 
den in der Zeit T mit der ungeaͤnderten Geſchwindigkeit C 


. ; : 8 
zuruͤckgelegten Weg bezeichnet: fo iſt C > Wenn 
ferner in der folgenden Zeit dT der Weg ds zuruͤck ge⸗ 

RER 8 dS 
legt wird, fo blibt C = II, da dann dT, dS ganz tune 


beſtimmte Werthe find, die in einerley Verhaͤltniß blei⸗ 
ben, es mag dT fo groß man will genommen werden. 
Bey der Berechnung in Zahlen muß man T oder dT in 
Seeunden, Minuten oder Stunden ausdruͤcken, nad)? 

dem man C für eine Secunde, Minute oder Stunde 
wiſſen will. Weiß man, daß die Bewegung ungleich⸗ 
foͤrmig, alſo ihre Geſchwindigkeit nach Verlauf eines je⸗ 
den noch fo kleinen Zeittheilchens ſchon groͤſſer oder kleiner 
ſey, als ſie im Anfang deſſelben war; ſo ſind auch die in 
jeden zweyen auf einander folgenden gleichgroſſen Zeitthei⸗ 
len zuruͤck gelegten Wege ungleich groß. Man kann in⸗ 
deſſen doch fragen: wie groß der mit dem folgenden Zeit⸗ 
theile dT zuſammengehoͤrige Weg ds ſeyn wuͤrde, wenn 
mit dem letzten Augenblick der Zeit T alle fernere Be⸗ 
ſchleunigung oder Verzoͤgerung der Bewegung aufhörte?: 
Setzt man voraus, daß dS den Weg bezeichne, welcher 
unter dieſer Bedingung während des Zeittheiles dT wuͤr⸗ 


de zuruͤck geleget werden, ſo iſt auch ar das Maaß der 
Ge⸗ 
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Geſchwindigkeit der ungleichfoͤrmigen Bewegung für den 
letzten Augenblick der ſchon verfloffenen Zeit T. 
; 3 

Bey der 1 Bewegung iſt der in jedem 
folgenden Zeittheile zuruck gelegte Weg groͤſſer, als er im 
naͤchſtvorhergehenden eben ſo groſſen Zeittheile war. Man 
nehme an, daß zwiſchen T und s eine Gleichung gegeben 
fey, fo kann aus dieſer Gleichung der mit der Zeit T. — e 
zuſammengehoͤrige Weg 8 — , fo wie auch der mit der 
Zeit T t zuſammen gehörige Weg S+s gefunden wer⸗ 
den. Iſt nun C die Geſchwindigkeit im letzten Augenblick 


der Zeit T, fo iſt C> — und zugleich C T l es 
a t t 


mag er fo groß oder fo klein als man will angenommen 
werden. Kann man alſo einen Werth angeben, der 


groͤſſer iſt, als jeder Werd — und kleiner als jeder 
Werth . fo iſt das der geſuchte Werth C, Wenn 
t . 
8 5 e 1 
demnach — == PA und * = FP — Y gefunden 
a 
wird, alsdenn aber X und Y folche Functionen von t find, 
die mit t zugleich verſchwinden; fo muß P=C ſeyn, und 
C iſt die Graͤnze des Werthes TR) Uebrigens ſtehet 
8 3 431 
B oor „ 
man leicht, daß bey der verzoͤgerten Bewegung CT 
ag | : 
— E f b 
und zugleich C> — ſeyn miffe, und daß ebenfalls C die 
t a 


Graͤnze des Werthes nt bleibe. 
42 § 
; $2 74 h. 


84 1 Vom Mathematiſch⸗ Unendlichen. 
Es fen S = A. T“, ſo iff 
8s = A. T. ＋ 2A. T. t ＋ A. t: 
See A. T. 2. T. t . A. K 
mithin Bas Shs 2A.T? + ag — = 2AT— At. 
2 t t 
Dieſe Gleichungen zeigen, daß 2 A. T gröffer, als jeder 
Werth —— aber zugleich kleiner als jeder Werth Fr 
* 2 E 
fey: mithin iſt 2 A. T C. Wenn nun wie es in der 
Differentialrechnung gewöhnlich iſt, dS anſtatt s, dT an⸗ 
ſtatt t geſchrieben wird, fo heißt das, es fey die Graͤnze 
nine dS ; 
des Werehs —— = C. Würde nun die Bewegung 
nicht weiter befchleuniget, fo wuͤrde in jeder folgenden ends 


lichen Zeit d T der Weg ds = C. d T zuruck geleget 
werden. ; =; 
Wire SSA. T- B. Te, fo hatte man 
STS S A(T Tt.) —3(ILI＋2 T. tt), 
ee Lt AT=9)—B(T— 2 T. tr), 
alſo s (A- 2B. T) t- B. tꝭ ae 
und om (A— 2 B. T) t B. tr“, ? 
Die Bewegung ware alſo nun eine verzögerte Feine be⸗ 
ſchleunigte Bewegung. Indeſſen bliebe ſonſt alles wie 


t G 2 y 
vorhin, nur hatte man C< — und zugleich C> ei 
7 , * N a t 
übrigens bliebe doch C= der Grange des Werthes — 


S2 


75.5. 
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i n tGeS a 75.8. = 
Die Gleichung zwiſchen S und T fey welche ſie wok 
le, ſo kann man ſie als eine Gleichung anſehen, welche 
die Natur einer graden oder krummen finie ausdruͤckt, 
wenn T die Abſciſſe, und s die rechtwinklichte Ordinate 
vorſtellet. Alsdenn muß man P in Fuſſen, Zollen, oder 
ſonſt einem willkuͤhrlich gewählten fangenmaaffe ausdruͤ⸗ 
cken. Wenn eine linie, wie die Abfeiffe T, beftandig um 
gleiche Differenzen t waͤchſt oder abnimmt, ſo kann man 
ſagen, fie wachſe oder ſie vermindere ſich gleichfoͤrmig. 
Wenn alfo 8 A. J iſt, mithin die Gleichung für eine 
grade linie gehört, fo wächft auch die Ordinate S mit der 
Abſciſſe gleichfoͤrmig: in dem Fall S = A — B. T 
wuͤrden gleichfoͤrmige Verminderungen der Ordinate mit 
gleichfoͤrmigen Vermehrungen der Abſeiſſe zuſammen ge⸗ 
hoͤren. Ueberhaupt kann man gleichfoͤrmige Aenderun⸗ 
gen ſagen, ſo bedarf es deſſen nicht, daß man jene bey⸗ 
den Faͤlle unterſcheide. Verminderung iſt alsdenn nega⸗ 
tive Aenderung, wenn Vermehrung als poſitive Aende⸗ 
rung betrachtet wird. Nun laͤßt ſich die mit einer bekann⸗ 
ten für Eins angenommenen Aenderung der Abſeiſſe zu— 
ſammen gehoͤrige Aenderung der Ordinate eben ſo, wie 
die mit einer bekannten fuͤr Eins angenommenen Zeit zu⸗ 
ſammen gehoͤrige Geſchwindigkeit der Bewegung meſſen. 
Man kann fragen: um wie viel aͤndert ſich die Ordinate, 
wenn fic) die Abfeiffe um einen Fuß, oder um einen Zoll 
aͤndert? Wofern ſich nun S allemahl gleichfoͤrmig ändert, 


SER 8 
fo iſt die Aenderung = r „ vorausgeſetzt, daß ſich 


8 um ds Andre, wenn ſich Tum d T ändert. Die For⸗ 
mul giebt die Aenderung der Ordinate fuͤr einen Zoll oder 
einen Fuß Aenderung der Abſeiſſe, nachdem man d T in 
Fuſſen oder Zollen ausdrückt. Will man die Vorſtellung 
zum Grunde ſetzen, ds werde durch Bewegung eines 

F 3 Punets 


* 
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Punets in fo vielen Zeitſeeunden oder Zeitminuten be⸗ 
ſchrieben, als Zolle oder Zuffe die fange der linie d T aus 


as 
machen; fo ift - per bie seek dieſer Betis 
it 


als die Oe 


ſchwindigkeit der Aenderung der 3 für jeden Zoll 
oder für jeden Fuß Aenderung der Abſeiſſe vorſtellen, und 
das beißt Fluxion der Ordinate. 


76. §. 
Wenn die Gleichung zwiſchen S und T nicht cna 
ift, fo koͤnnen mit gleichen Aenderungen der Groͤſſe P 
nicht gleiche Aenderungen der Function 8 zuſammen gehoͤ⸗ 
ren. Die Function S ändere ſich nun ungleichfoͤrmig, 
für gleiche nach einander folgende Werthe dS findet man 
ungleiche vielleicht wachſende, vielleicht abnehmende Wer⸗ 
the dS. Wird aber fuͤr T ein gegebener Werth ange⸗ 
nommen, ſo kann man fragen: wie groß der mit dem 
naͤchſten Werth d T zuſammen gehoͤrige Werth aS ſeyn 
wuͤrde, wenn die Aenderung fuͤr groͤſſere Werthe T gleiche 
fürmig bliebe? Um die Antwort auf dieſe Frage zu finden, 
ſchließt man wie im 73. §., wenn man für jeden Werth 
der Zeit T die Geſchwindigkeit der ungleichfoͤrmigen Fee 
wegung finden will, nachdem während der Zeit T ſchon 
der Weg s iſt zuruͤck gelegt worden. Die mit der gleich⸗ 
foͤrmigen Fluxion der veraͤnderlichen Groͤſſe T zuſammen⸗ 
gehoͤrige Slärion der Function S ſuchen heißt alſo nichts 


ds 
anders, alg die Grange des Verböleniſſes — — T uche 


Demnach find nicht allein die Regeln der 5 
nung mit den Regeln der Differentialrechnung, ſondern 


gung. Demnach kann man ſich auch 


> 


. auch die Gruͤnde jener Regeln mit den Gruͤnden dieſer 


Ree 
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Regeln cinerley. Man hätte alſo vormahls der Wiſſen⸗ 
ſchaft einen ungemein viel wichtigern Dienſt geleiſtet wenn 
man anſtatt der nichtsbedentenden Streitigkeit uber die 
Frage, wer der erſte Erfinder der neuern Analyſis fey’ 
die wahren Gruͤnde davon völlig ins licht geſetzt, und 
fich Aber einen der Sache am beſten angemeſſenen Sprach⸗ 
gebrauch gemeinfchaftlich verglichen hätte, yet 


| vg eck ER ie dh 

Will man die völlige Aehnlichkeit des Begriffes von 
Geſchwindigkeit der Bewegung und Geſchwindigkeit der 
Aenderung einer Function 8 fuͤr jeden Werth der veraͤn⸗ 
derlichen Groͤſſe P, wovon 8 abhängt, beybehalten; fo 
muß man noch bemerken, daß T eine Zahl, keine Knie 
ſey, wenn von Bewegungen die Rede iſt. Wenn alſo 
T und s Abſeiſſe und Ordinate einer krummen Knie 


N dS ; 
find, a die Glurion von 8 in dem eben erwähnten 
Sinne vorſtellen ſollz ſo muß AT als eine Zahl durch cis 
ne bekannte Einheit V ausgedruͤckt werden, und en ſtel⸗ 


let eine linie vor, um welche s gleichförmig wachſen wuͤr⸗ 
de, wenn T um einen Zoll, einen Fuß, groͤſſer werden 


A : 3 S k N 
ſollte. Die r wuͤrde nun in eben dem Maaß 
durch eine Zahl ausgedruͤckt gefunden werden. Soll da- 
gegen S eine Flaͤche, einen Körper, einen Winkel bezeich⸗ 


nen, wenn dieſe Flaͤche, dieſer Körper, dieſer Winkel 
als eine Funetion von der veraͤnderlichen Linie T abhaͤngt; 


; ds ? : j ; 
fo tft auch IF ene Flache, ein Körper, oder ein Win⸗ 


kel, und in allen Galles, muß dT als eine Zahl, nicht 
als eine Linie betrachtet werden. a 


$4 78.5. 


38 1 Vom Mathematifh-Unendlicen, 


ait 78. 5. 0 

Wenn x, y, Grundlinie und Höhe eines zeinf 
lichten Dreyeckes find „und „Dns iſt; fo iſt feine Flaͤ⸗ 
che 2 n. Mit dem Werthe dx gehört der 
Werth da nx dx + z nd zuſammen, aber diefe Wer⸗ 
the dz find für gleiche dx nicht gleich groß, ſondern deſto 
gröffer, je gröffer x angenommen wird. Wenn nun für 
x=a, und y=na=b die Ungleichförmigfeit der Aen⸗ 
derung der Werthe dz aufhoͤrte, ſo muͤſte nun dz = nad. x 
= bdx werden. Das heißt, für jeden unbeſtimmten 
Werth x oder y iff da = ydx. Man will den vollſtändi⸗ 
gen Werth dz nicht wiſſen, ſondern nur den Theil davon, 
welcher ſich wie dx verhaͤlt, wenn u alſo auch y unveroͤn⸗ 
dert bleiben. Die Sluxion von 2 iſt abet eigentlich 


V 
wer: vdr (77. 90 alſo eine Flaͤche, die in Quadrat⸗ 


a dun Quadratfuſſen gefunden wird, nachdem man 
die linien in Laͤngenzollen oder laͤngenfuſſen ausdruͤckt. 
Stellt man ſich anſtatt der Hypothenufe dieſes rechtwink⸗ 
lichten Dreyeckes eine krumme Linie vor, zwiſchen den 
Endpuneten der Ordinate y und einer andern Ordinate 
im Anfangspunct der Abſeiſſen: fo iſt 2 eine Fläche zwi⸗ 
ſchen der Abſciſſe, den beyden Ordinaten in ihrem An⸗ 
fangs? und Endpunct, und der krummen Linie zwiſchen 
den Endpuneten dieſer Ordinaten. Ferner bleibt da 
ydx, wie auch y von x abhängen mag, und das erbellet 
unmittelbar aus denſelben Gruͤnden, woraus es folgt, 
wenn 2 ein gradlinichtes Dreyeck iſt: auch waͤre eigentlich 


die Gurion von 2 _ ydx. 


79. F. 
Bey wirklichen Bewegungen verhalten ſich die Ge. 


ſchwindigkeiten wie die Wege, — von einer gegebe⸗ 
nen 


9 
* 
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nen Graͤnze angerechnet gleichfoͤrmig in einerley gegebener 
Zeit wuͤrden zuruͤck gelegt werden, ohne daß es eben nd. 
thig iſt, dieſe Zeit für Eins anzunehmen: man kann dieſe 
beſchriebenen Wege anſtatt der Geſchwindigkeiten ſelbſt 
verſtehen. Die Fluxionen der Function z einer veraͤn⸗ 
derlichen Groͤſſe x verhalten ſich für verſchiedene Werthe x 
wie die mit gleichen Inerementen dx zuſammen gehoͤrigen 
Ineremente oder Deeremente dz, um welche ſich die 
Function z ändern wuͤrde, wenn dieſe Aenderungen nicht 
weiter ungleichfoͤrmig blieben. Dieſerwegen kann man 
die fo entſtehenden Ineremente oder Deeremente ſelbſt ver 
ſtehen, wenn von Fluxionen der Funetion 2 die Rede iſt. 
In dieſem Sinne iſt alfo dz = ydx die Fluxion der Flaͤ⸗ 
che 2. So macht Maclaurin ſeine Fluxionen vorſtellig, 
und ſo betrachtet, ſind ſie nichts weiter, als Ineremente 
oder Decremente, kurz Differenzen, um welche 2 wach⸗ 
ſen oder abnehmen wuͤrde wenn nur diejenigen Theile 
dieſer Differenzen verſtanden werden ſollen, die mit dx 
in einerley Verhaͤltniß bleiben. Eben das und nichts an⸗ 
ders findet man, wenn man die Graͤnze des Werthes 


dz ' RR 
— ſucht, wie Maclaurin ſelbſt an mehr Orten in ſei⸗ 
x 


nem oben angeführten Werke beweiſet: alſo iſt das ein 
unnoͤthiger Umweg, durch den man gefuͤhrt wird, wenn 
man ſich an die Begriffe von Fluxionen gewoͤhnen ſoll. 
Der Begriff von Geſchwindigkeit ift nur der Mechanik ei⸗ 
genthuͤmlich, und in der Geometrie ein fremder Begriff: 
es laͤßt ſich nicht ſo ganz kurz und doch einleuchtend genug 
zeigen, was Geſchwindigkeit der Vermehrung oder Ver⸗ 
minderung einer Function, beſonders wenn die Aenderung 
ungleichfoͤrmig iſt, eigentlich ſeyn ſoll, wenn man nem⸗ 
lich mit dieſen Begriffen die Wiſſenſchaft anfangen, und 
ſie Anfaͤngern vortragen will. Maclaurin fuͤhlt das ſelbſt, 
und getrauet ſich nicht einmahl eine Erklaͤrung von Ge⸗ 

8 ſchwin⸗ 
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ſchwindigkeit zu geben verfällt gar dabey in ganz unnd⸗ 
thige der Sache gar nicht angemeſſene halbmeraphyſiſche 
Specufationen. (a a. O. Tom. k. Art. 5. 6.) Dage⸗ 
gen ſind die Begriffe von dem, was Graͤnze eines Verhaͤlt⸗ 
niſſes, Graͤnze einer Summe ſeh, ganz ungemein ein⸗ 
leuchtend, und einem jeden vollkommen faßlich, der nur 
aus den Anfangsgruͤnden die möthigen. Werfen unite 
bringt. Ich mögte wohl mit dem alten Stiefel, der ſich 
bey Beurkpeflung gewiſſer unnoͤthigen Umſtaͤndlichkeiten 
beym Vortrage der practiſchen Rechenkunſt ſo ausdruͤckt, 
(Arithmetieg Integra Authore Mich. Stifelio, Norimb. 
1544.) hinzuſetzen, daß mir die vielerley Vorſtellungsar⸗ 
ten von Flurſonen, Incrementen, Differentialien, un 
endlich kleinen Elementen u. ſ. f. nichts als vexationes 
populi zu ſeyn ſcheinen. Wie viel vergebliches leſen Hate 
te man nicht den Liebhabern der Mathematik erſparen fons 
nen, wenn man ben den ſo leicht faßlichen vollkommen 
einleuchtenden Vorſtellungsarten der Newtonſchen Graͤn⸗ 
zen der Verhaͤltuſſſe und Summen geblieben wäre, New⸗ 
tons Vorſtellungen von Flurionen konnten fuͤr ſolche, die 
in der Wiſſ entcbats ſchon einige Uebung erlangt hatten, 
ganz gute Erlaͤuterungen bleiben: aber Grundbegriffe, 
um die ganze Wiſſenſchaft darauf zu bauen, Vn man 


daraus nicht machen ſollen. 


80. §. 

Wenn man Schriftſteller vergleicht, die ihre Werke 
nicht lange vor Newtons und beibnitzens Zeitalter verfaſ⸗ 
ſet haben, ſo wird man aufs vollkommenſte überzeugt, 
daß der Nahme Fluxionen und die damit verwandten Re⸗ 
densarten von der Unvollkommenheit der ehemaligen Er⸗ 
findungsmethoden und der Armuth einer noch nicht aus⸗ 
gebildeten Sprache beym Vortrage mathematiſcher lehren 
herruͤhrten. Man hatte die algebraiſche Analyſin noch 


ben weiten nicht in der heutigen Vollkommenheit; man 
wu⸗ 
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wuſte mit den Gleichungen und Formuln noch nicht recht 
umzugehen, wenn es nicht ſo ſehr darauf ankam, aus be⸗ 
kannten Groͤſſen, die alle ihre beſtimmten Werthe hatten, 
etwa nur einen oder einige wenige Werthe einer unbe⸗ 
kannten Groffe zu finden, als vielmehr darauf, daß man 
ganz allgemeine Geſetze finden ſollte, nach welchen zwen 
oder mehr veraͤnderliche Groͤſſen von einander abhaͤngen. 
Was man den Verſtande durch algebraiſche Formuln noch 
nicht recht einleuchtend zu machen wuſte, das ſuchte man 
durch Zeichnungen zugleich dem Auge ſinnlich darzuſtellen. 
Zahlen und ihre Verhaͤltniſſe gegen einander ſtellte man 
durch Knien vor, beſonders wenn es auf Irrationalver⸗ 
haͤltniſſe ankam. Die Bemerkung war leicht zu machen, 
daß man fic) vorſtellen koͤnne, eine Knie entſtehe durch 
Bewegung eines Punets, weil wir ja auf die Art Striche 
als Bilder der linien ziehen, und nun konnte es auch leicht 
jemanden, der Lateiniſch ſchrieb, einfallen zu ſagen, die 
Anie entſtehe fluxu puncti, da es ja bekannt iff, daß das 
Wort fluere bey lateiniſchen Schriftſtellern ſehr allgemein, 
und nicht eben von Bewegungen fluͤſſiger Dinge allein 
gebraucht wird. Eben darum konnte auch Neper in 
feinem bekannten Werke: Mirifici Canonis Logarithmo- 
rum Defcriprio leicht darauf verfallen, fo zu reden: uͤbri⸗ 
gens aber finde ich nicht ſo viele Aehnlichkeit des Vortra⸗ 
ges beym Neper mit dem Vortrage nach der Fluxionen⸗ 
oder Differentialrechnung, wie es ſcheint, daß H. Ma⸗ 
claurin will gefunden haben. (a. a. O. I. B. VI. Cap. Art. 
151.) Wenn gleich Neper von Geſchwindigkeit der Be: 
wegung zweyer Puncte redet, welche die linien beſchreiben 
ſollen, wovon die eine eine Reihe in geometriſcher Progreſ⸗ 
ſion abnehmender Zahlen, die andre ihre logarithmen vorſtel⸗ 
len ſoll; fo vergleicht er doch dieſe Geſchwindigkeiten kei⸗ 
nesweges auf eine allgemeine Art, wie man nachher die 
ſogenannten Fluxionen zu vergleichen angefangen hat. 
Dieſe Redensarten ſind bey ihm nichts weiter als * 
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fe von der damahligen Armuth der Sprache. Man wuſte 
ſich beym Vortrage der Gruͤnde neu erfundener Theorien 
im Ausdruck noch nicht zu helfen, fo wie es auch leicht zu 
erachten iſt, daß die Gruͤnde der Theorien ſelbſt ſich nicht 
allemahl gleich anfangs in ihrem ganzen Lichte dem Bere 
ſtande des Erfinders darſtellten. Wenn Neper jetzt leb⸗ 
te, und mit dem gegenwartigen Zuſtande der Wiſſen⸗ 
ſchaft ſo bekannt waͤre, wie er es mit dem damahligen war; 
fo würde ex eine beſſere Definition vom Logarithmen gee 
ben, und weder Bewegung noch Geſchwindigkeit hinein 
bringen. Die Art, wie Neper ſeine Rechnungen ein⸗ 
leitet, und die Theorie davon vortraͤgt, bleibt uͤbrigens 
allemahl ſehr ſinnreich, fie iſt der Art, wie man damahls 
bey ſolchen Unterſuchungen zu verfahren gewohnt war, 
ſehr wohl angemeſſen: wer mit den noͤthigen Vorkenntniſ⸗ 
fen verſehen iff, wird Nepers bende hieher gehoͤrige Wer⸗ 
ke, beſonders das nach ſeinem Tode von ſeinem Sohne 
herausgegebene Opus poſthumum: Miriſiei Canonis Lo- 
garithmoenm Conftructio, nicht ohne Vergnuͤgen leſen. 
Mehr Nachrichten davon findet man im 2ten Theil mei⸗ 
nes lehrbegriffes der Mathematik in VI. Abſchnitt der All⸗ 
gem. Rechenkunſt: in der zweyten Auflage des Buches 
find fie noch mit einigen Zuſaͤtzen vermehrt worden. 


Ueber des H. Leonhard Eulers Werk von der 
f Differentialrechnung. 


5 — 81. H. 

Zum Beſchluß muß ich noch einige Anmerkungen 
beyfuͤgen, die unſer vornehmſtes claſſiſches Werk von der 
Differentialrechnung betreffen: ich meine des H. Leonhard 
Eulers oben ſchon einigemahl angeführte Inſtitutiones Cal- 
euli Differentialis. Wer das Buch lieſet, um zuerſt 
daraus nicht allein die Regeln der Rechnung, in 
. Sip au 
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auch die Gründe der ganzen Wiſſenſchaft kennen zu ler⸗ 
nen, der moͤgte wohl bey dem Vortrage im III. Cap. des 
ıften Theils manchen Anſtoß finden. Einiges das den Bee 
griff vom Unendlichgroſſen belrift „ iff oben im 18. u. f. $6. 
ſchon beruͤhrt worden: hier will ich nur einige den Begriff 
vom Unendlichkleinen betreffende Bemerkungen beyfuͤgen. 
Es wird a. a. O. Cap. III. §. 83. feſtgeſetzt, das Unend⸗ 
lichkleine fey mit der Null einerley, bey dem allen aber 
wird doch im Saften und den folgenden §§. behauptet, daß 
eine Null gegen die andre jedes geometriſche Verhaͤltniß 
haben koͤnne, wenn gleich ihre Differenz ebenfalls Null 
fey, "Kurz es wird das! ganze gewohnliche Syſtem von 
Vergleichung der unendlichkleinen Groͤſſen, auch eben ſo 
die gemeine lehre von den unzaͤhlig vielen verſchiedenen Ord⸗ 
nungen des Unendlichkleinen vorgetragen. Im 93. und 
den folgenden $$. werden die ähnlichen tehren vom Unend⸗ 
lichgroſſen daraus gefolgert, ein Unendlichgroſſes kann ge⸗ 
gen das andre jedes mögliche endliche Verhaͤltniß haben, 
auch kommen hier die unzaͤhlig vielen Ordnungen des Un⸗ 
endlichgroſſen ver, völlig ſo, wie dieſe lehre ſonſt vorge⸗ 
tragen wird. 


Saree 82. F. N 
Als dieſes nach feinem übrigen Inhalt hoͤchſt ſchaͤz⸗ 
bare Werk vor 30 Jahren zuerſt ans Licht trat, war ich 
noch mit den erſten Uebungen in dieſer Wiſſenſchaft be⸗ 
ſchaͤftiget, und mein Vergnuͤgen war ſehr groß, als ich 
ein fo vollſtaͤndiges Werk von der Differentialrechnung 
zu Rathe ziehen konnte, das einen Euler zum Verfaſſer 
hatte. Vom Unendlichkleinen dachte ich ſchon ohngefaͤhr 
eben ſo, wie ich jetzt davon denke, mit der Exhauſtions⸗ 
methode der Alten hatte ich mich bekannt gemacht, wie 
meine erſten Schriften davon Proben enthalten, unter 
andern die Praelectiones Matheſeos Theoreticae Elemen- 
taris Roftochii et Wiſm. 1758, auch kannte ich New⸗ 
tons 


94 1. Vom Mathematiſch⸗ Unendlichen. 


tons Graͤnzen der Verhaͤltniſſe aus feinen Principiis Phil. 
Nat. Mathematicis: es konnte alſo nicht fehlen, daß mir 
H. Eufers Vortrag der Gruͤnde der Differentialrechnung 
Anſtoß verurſachen muſte. Ich fand bey einem der groͤ⸗ 
ſten Meiſter in dieſer Wiſſenſchaft die gemeine lehre vom 
Unendlichkleinen und Unendlichgroſſen, die mich nie be⸗ 
friediget, und die ich eben darum ſchon ganz aufgegeben 
hatte: daruͤber fing ich an zu zweifeln, ob es nicht mit 
dieſer kehre wohl gar feine gute Richtigkeit haben, und 
nur an mir ſelbſt die Schuld liegen moͤgte, daß ich noch 
nicht alles reiflich erwogen haͤtte. Ich pruͤfte alles von 
neuen, konnte mich aber mit dieſen lehren von Unendli⸗ 
chen nicht wieder ausſoͤhnen. Ich fand vielmehr bey fers 
nerer Durchleſung der Euleriſehen Differentialrechnung, 
daß alles lichtvoller ward, wenn ich mich an die Vor⸗ 
ſtellung hielte, daß hier Graͤnzen veraͤnderlicher Verhaͤlt⸗ 
niffe geſucht wuͤrden, wie denn auch H. Euler ſelbſt mehr⸗ 
mahls erinnert, daß man nicht dy, ddy, d’y, u. ſ. f. ſon⸗ 

ene ee By 

dern die Verhaͤltniſſe —, ——, ——, u. ſ. f. ſuche. 

8 f n Gxt cr dss 
83. C. 

Eine Frucht dieſer Unterſuchungen waren die Auf⸗ 
ſaͤtze im ıften und aten Stuͤck meiner Beytraͤge zur Auf⸗ 
nahme der Theoretiſchen Mathematik, Roſtock 1759, 
1760. Meine Hochachtung gegen H. Euler war viel zu 
groß, und das Vertrauen auf meine Einſichten, da ich 
mich ſelbſt noch als Anfänger betrachten muſte, viel zu 
gering, als daß ich es gewagt haͤtte, nahmentlich gegen 
H. Euler und deſſen Vortrag etwas zu erinnern. Dar⸗ 
um verſuchte ich in dem erſten Aufſatze nur zu zeigen, wie 
weit ich glaubte, daß man die gewoͤhnlichen Saͤtze nur 
als Rechnungsſprache auch alsdenn rechtfertigen koͤnne, 
wenn man das Unendlichkleine in der Schärfe So 855 

ö . ideo! aß 
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Daß aber das alles bey weiten nicht ſo befriedige, als 
wenn man die Mewtonſchen Begriffe von den Graͤnzen 
der Verhaͤltniſſe zum Grunde ſetze, und daß eben dieſe 
Graͤnzen grade alsdenn gefunden werden, wenn man dx 
mithin auch dy in der Schaͤrfe Do ſeße, ſuchte ich im 
zweyten Aufſatze zu zeigen. So war eigentlich meine 
Abſicht, Herrn Eulers Vortrag zu ergaͤnzen, zu bewei⸗ 
fon, daß es allerdings vollkommen richtig fey, wenn H. 
Euler ſagt, was man Unendlichklein nenne ſey eigentlich 
Null, daß man aber den übrigen Saͤtzen, welche H. Eu⸗ 
ler im III. Cap. nach der gemeinen lehre vortraͤgt, einen 
ganz andern Sinn beylegen muͤſſe, als ſie den Worten 
nach zu haben ſcheinen. 8 
i | 84. §. Ä 
Ich habe nach der Zeit mehrmahls Veranlaſſung ge: 

habt, das alles weiter zu pruͤfen, und eine neue Veran⸗ 
laſſung dazu habe ich oben im 1. H. erzaͤhlt. Jetzt finde 
ich, daß ich bey meinen ehemaligen Unterſuchungen dar⸗ 
über, als ich damit beſchaͤftiget war, Herrn Eulers Dif⸗ 
ferentlalrechnung durchzuſtudiren, auf den Inhalt der 
dieſem Werke vorangeſetzten uͤberaus lehrreichen Vorrede 
nicht genug aufmerkſam geweſen bin. Dieſe merkwuͤrdi⸗ 
ge Vortede verbreitet das helleſte Liche über den Juhalt des 
III. Capitels im J. Theil, und ich glaube, daß es auch fuͤr 
andre leſer der Eulerſchen Schriften intereffant fen, wenn 
ich ſie auf den Inhalt der Vorrede aufmerkſam mache. 
Man lieſet gewohnlich die Vorrede eines Buches zuerſt 
nur mit einer gewiſſen Fluͤchtigkeit durch, man vermuthet 
darin nur eine allgemeine Anzeige vom Inhalt des Bu⸗ 
ches, und eben nichts weſentliches, wovon man nicht glau⸗ 
ben ſollte, daß es im Buch ſelbſt noch vollſtaͤndiger und 
in feinem ganzen lichte wieder vorkommen muͤſſe. Waͤh⸗ 
rend des fefens im Buch ſelbſt erinnert man ſich nicht 
eben leicht wieder an den Inhalt der Vorrede, wenn der 
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Verfaſſer nicht ſelbſt dazu die Veranlaſſung giebt, vor⸗ 
nemlich wenn es ein wiſſenſchaftliches Buch iſt, das die 
ganze anhaltende Aufmerkſamkeit des tefers erfodert. So 
iſt es mir mit der Vorrede zur Eulerſchen Differential⸗ 
rechnung ergangen. Nun da ich ſie mit mehrerer Auf⸗ 
merkſamkeit wieder durchgegangen bin, und mit dem In⸗ 
halt des Cap. III. P I. verglichen habe, halte ich mich faſt 
davon uͤberzeugt, daß H. Euler a. a. O. im Buch ſelbſt 
nur die gemeine Sprache vom Unendlichen theils um deß⸗ 
willen beybehalten habe, weil man damahls, die Schrif⸗ 
ten der Engellaͤnder ausgenommen, allgemein fo redete, 
theils weil er ſelbſt bey feinen erſten Uebungen in der Wiſ⸗ 
ſenſchaft ſich an dieſe Sprache mogte gewoͤhnt haben. 
Denn eben in der Vorrede erklart er ſich aufs deutlichſte 
völlig ſo, daß mir gar kein Zweifel übrig bleibt, er wolle 
im Cap. III. P. I. alles den Begriffen von den Graͤnzen 
der Verhaͤltniſſe gemäß verſtauden wiſſen. Freylich ware 
es fir den angehenden Mathematiker beſſer und unterrich⸗ 
tender geweſen, wenn das weſentliche des Inhalts der 
Vorrede in das III. Cap. des J. Theils gebracht, und ſtatt 
deſſen in der Vorrede kurz erklaͤrt wäre, wie die gemeine 
Sprache vom Unendlichen damit zuſammen hienge. Die 
nachſtehenden Puncte ſind es vornemlich, welche den In⸗ 
halt der Vorrede ausmachen. sth A 
BR ie 8. 

Zuerſt Erklärungen davon, was man veraͤnderliche 
und beftändige Griffen’ nennt mit Erläuterungen durch 
Beyſpiele. Ferner wie veraͤnderliche Groͤſſen nach mat: 

cherley Geſetzen von einander abhängen konnen, da dann 
die eine kurz eine Function der andern heißt. Aus der 
bekannten Gleichung zwiſchen zweyen veraͤnderlichen Groͤſ⸗ 
fen, wenn eine als eine Function der andern betrachtet 
wird, findet man zugleich eine Gleichung zwiſchen dem 
Inerement oder Deerement, um welches eine Function y 
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einer deraͤnderlichen Groͤſſe x macht oder abnimmt, wenn 
* um eine willkuͤhrliche Differenz w vermehrt oder ver⸗ 
mindert wird. Es fey y x, und y wachſe um das 
Inerement 2, wenn x um w waͤchſt, foiftz—2xu-t@‘, 
alloz:»—=2x +w:r. Eben fo kann man allemahl bey⸗ 
de Incremente vergleichen, ſelbſt alsdenn, wenn man 
annimmt daß o mithin zugleich 2 wieder verſchwinde, da 
dann zn 2: 1 im vorigen Exempel gefunden wird. 
2) Nun die Erklaͤrung, was die Differentialrechnung 
ſey, fie beſtehe nemlich in der Methode jene Verhaͤltniſſe 
der wieder verſchwindenden Ineremente veraͤnderlicher 
Groͤſſen zu finden. Dabey wird zu wiederhohlten mah⸗ 
len bemerkt, man ſuche die verſchwindenden Ineremente 
nicht, ſondern ihre Verhaͤltniſſe, mithin ſuche man ends — 
liche Griffen, als die Exponenten dieſer Verhaͤltniſſe. 
Bis dahin kommt der Nahme Unendlichklein gar nicht vor, 
auch nicht bey der nun folgenden Erklaͤrung davon, was 
Integralrechnung ſey, eine Methode nemlich aus dem bes 
kannten Verhäftniffe der verſchwindenden Ineremente vere 
aͤnderlicher Groͤſſen die Gleichung zwiſchen dieſen Groͤſſen 
ſelbſt zu finden. 5 5 


8 f 

Nach Feſtſetzung dieſer Gealcbeae folgt aller⸗ 
erſt die Anzeige davon, wie man dieſe verſchwindenden 
Incremente bezeichne, und was man fuͤr einen Sprach⸗ 
gebrauch beobachte: man nenne ſie Differentialien auch 
unendlichkleine Groͤſſen, der letztere Nahme bedeute aber 
der Natur der Sache nach Groͤſſen, die man So ſetze. 
Das letztere wird zu wiederhohlten mahlen aus dem Grun⸗ 
de bewieſen „ weil ſonſt keine Differentialgleichung wie 


z. E. — = 2x richtig ſeyn koͤnne, ſondern allemahl 


dx 
d. x- a 5 ’ 
“ar = 2 x-f w bleiben muͤſſe, fo lange nicht o o 
x ; a 
fen, Es wird von neuen eingeſchaͤrft, man muͤſſe nicht 
& glau⸗ 
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glauben, daß die Differentialrechnung Regeln gebe, die 
Differentialgröffen zu finden, ſondern nur ihre Verhaͤlt⸗ 
niſſe, alſo endliche Groffen. Wenn auf dieſe allein ver⸗ 
nunftmaͤſſige Weiſe (hoe modo, qui folus eft rationi 
conſentaneus) die Gruͤnde der Differentialrechnung feſt⸗ 
geſetzet wuͤrden, fo fielen alle vermeinte Schwierigkeiten 
von ſelbſt weg: unendlichkleine Groͤſſen, die kleiner als 
jede noch angebliche Gröſſe, und doch noch nicht eigent⸗ 
lich Mull ſeyn ſollten; koͤnne man nicht annehmen, wo⸗ 
fern nicht die ganze Differentialrechnung verdaͤchtig blei⸗ 
ben ſolle. Der Sache ſey nicht geholfen, wenn man ſich 
auf die Uebereinſtimmung der Reſultate mit denjenigen 
berufe, die auch vermittelſt völlig ſcharfer geometriſcher 
Schluͤſſe gefunden werden: denn ein Irthum koͤnne den 
andern aufheben, und die Rechnung werde nur um ſo 
mehr verdächtig. 


87. H. 

Herr Euler erklart alſo den Ausdruck unendlichklei⸗ 

ne Gröffe für einen bloſſen Nahmen völlig fo, wie ich 
mich oben im 29. H. daruͤber erflart habe, der nichts an⸗ 
ders als Mull bezeichne: bey dieſer Behauptung blieb aber 
ein fede ſcheinbarer Zweifel übrig, der noch gehoben wer⸗ 
den muſte. Wenn die Differentialien oder unendlichklei⸗ 
nen Groͤſſen wirkliche Nullen find, fo iſt auf keine Wei⸗ 
ſe begreiflich, wie man ſie alsdenn noch mit einander ver⸗ 
gleichen koͤnne. Dieſer Zweifel wird auf eine vollkommen 
befriedigende Art gehoben, die hieher gehoͤrige Stelle ent⸗ 
haͤlt das wichtigſte in der ganzen Vorrede, weßwegen ich 
fie ganz hieher ſetze. Inerementum quantitatis x, quod in 
genere indicauimus per o, ad inerementum quadrati x, quod 
eft ax rationem habet ut I ad 2x, quae ſemper 
differt a ratione 1 ad 2 x, nit ſit o: at fi ſtatuamus, eſſe 
o So, tum demum vere affirmare poſſumus, hanc ra- 
tionem fieri exadte ut 1 ad 2 x. Interim tamen perfpi- 
citur, quo minus illud incrementum accipitur, eo pro- 
Pius 
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pius ad hane rationem accedi; unde non folum licet, 

ſed etiam naturae rei convenit, haec inerementa pri- 

mum ut finita confiderare, atque etiam in figuris, fi 

quibus opus eft ad rem illuftrandam, finite reprefentare, ) 

deinde vero haec incrementa cogitarione continuo mino- 

ra fieri concipiantur, ſieque eorum ratio continuo magis 
ad sertum quendam limitem approf inquare reperietur, 

quem autem tum demum attingant cum plane in nihi- 

lum abierint. Hic autem limes, qui quali rationem ul- 

timam incrementorum illorum conſtituit, verum eft ob- 

jectum Calculi differentialis. Deutlicher und richtiger 
kann man ſich nicht erklaͤren, wenn man ſich das, was 

hier geſucht wird, als Graͤnzen veraͤnderlicher Verhaͤlt⸗ 

niſſe, oder als letzte Verhaͤltuiſſe vorſtellet: alſo muß 

man den Inhalt des III. Cap. im 1 Theil dieſer ganz un⸗ 

gemein deutlichen Erklaͤrung gemäß verſtehen. 


88. F. 5 
B. Euler ſetzt ſehr richtig ae , 08 hatter ſchon 4b 
tere Schriftſteller lange vor Leibnißen und Newton von 
dieſen einzig und allein richtigen Gruͤnden der Differen⸗ 
tialrechnung in ihren Werken Gebrauch gemacht, ohne 
daß grade der Mahme ſchon eingeführt geweſen ſey, ſelbſt 
die letzten Verhaͤltniſſe der Ineremente veraͤnderlicher 
Groͤſſen, wenn eine ſich als eine rationale Function der 
andern ausdruͤcken laſſe, hätte man vor Newtons und 
leibnitzens Zeitalter angeben koͤnnen, beyde haͤtten die 
Methode nur allgemeiner gemacht, und beibnitzen bleibe 
das Verdienſt, daß er ihr die Form einer Wiſſenſchaft 
gegeben habe, da man ſie ſonſt nur als ſinnreiches Huͤlfs⸗ 
mittel bey gewiſſen beſondern Unterſuchungen angewandt 
hatte. Auf die vielerley nachher gebraͤuchlich gewordenen 
G 2 N Nah⸗ 
*) Man mahlte ſonſt haufig kleine Linien, Winkel, Bogen, 
Flaͤchen, Körper in Figuren hin, nannte fie unendlichklein, 
und wandte nun die oben beurtheilten Lehren vom Unendlich⸗ 
kleinen darauf an, als wenn ſich das Unendlichkleine fv wie 

das Endliche den Sinnen darſtellen lieſſe. 
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Nahmen komme nichts an, es fey gleichviel, ob man 
Ineremente, Differentialien, oder Fluxionen ſagen wol⸗ 
le, man ſuche hier nichts als letzte Verhaͤltniſſe, und um 
die zu finden, muͤſſe man die gewoͤhnlich ſo genannten 
unendlichkleinen Ineremente So ſetzen. Auf eben den 
Gruͤnden beruhe auch alles, was die Differentialien der 
zweyten und der hoͤhern Ordnungen betreffe, es werde 
alles vollkommen einleuchtend, woruͤber man ſonſt mehr 
foisfindige als nuͤtzliche Unterſuchungen angeſtellet habe. 
Man betrachte auch die höhern Differentialien nie für fich, 


ſondern nur ihre Verhaͤltniſſe. Weil nits anders 
X 


als eine Function einer verͤͤnderlichen Groͤſſe x oder y fen, 
fo konne man aufs neue die Graͤnze des Verhoͤltniſſes 


F dd ; 
ER dx ſuchen, welches mit 1 — uͤbereinkomme, und 
* = x 


aufs neue eine Function von x oder y vorftelle, wenn 

nicht vielleicht in beſondern Fällen eine beftändige Groͤſſe 
a 

daraus werde. So fey ferner d. . dx oder * 

dx’ dx3 


in 

und überhaupt 1 : die Granje eines Verhaͤltniſſes. 
X 

ö 3 d 
Man ſuche nie duy, man ſuche den Werth * alſo 
allemahl endliche Gröſſen, oder vielmehr Functionen einer 
veraͤnderlichen Groͤſſe x, die vielleicht nur in beſondern 
Fällen, wenn ſtatt x dieſer oder jene beſtimmte Werth 
geſetzt wird, verſchwinden oder unendlich groß werden. 
Das iſt alfo Herrn Eulers Urtheil Aber die vermeinten meh⸗ 
rern Ordnungen des Unendlichkleinen: ſie ſind nichts an⸗ 
ders als Rechnungsſprache, es giebt kein andres Unend⸗ 
lichkleines als die einzige Null, alſo giebt es auch Feine ver⸗ 
meinte Ordnungen des Unendlichkleinen. 


89. f. 
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| 89. §. 18 | 
Ueber das Unendlichgroſſe hat fich zwar H. Euler in 
der Vorrede nicht erklart; wenn aber nach feinen Vorſtel⸗ 


lungen 3 nichts anders als Graͤnze eines Verhaͤltniſſes 
0 


5 4 2 1 0 8 
iſt, fo iſt auch : — = nichts anders, 
8 00 0 0 
Giebt es nur eine Null, und nicht unzaͤhlig viele verſchie⸗ 
f I 
dene Nullen, fo giebt es auch nur ein s = —, und 
je} 


nicht unzaͤhlig viele verfchiedene unendlichgroſſe Griffen. 
Die mehrern verſchiedenen Ordnungen des Unendlichgroſ—⸗ 
ſen fallen mit den Ordnungen des Unendlichkleinen zu⸗ 
gleich weg, jene ſind ſo wie dieſe nichts anders als Rech⸗ 
nungsſprache. Der Behauptung, daß es nur ein oo ge⸗ 
be, wird man nicht entgegen ſetzen, daß eine unbegraͤnzte 
Unie gleichwohl was anders als eine unbegraͤnzte Flaͤche, 
und dieſe auch was anders als ein unbegraͤnzter Koͤrper, 
mithin doch um deßwillen nicht jedes unendlichgroſſe mit 
dem andern einerley fey, Es verſteht ſich wohl von ſelbſt, 
daß hier der allgemeine Begriff einer Groͤſſe zum Grunde 
liege: denn ſonſt waͤre es eben ſoviel, als wenn jemand be⸗ 
haupten wollte, nicht jede Zahl 3 fey mit der andern ei⸗ 
nerley, weil 3 Thaler was anders iſt, als 3 Pfunde. Ei⸗ 
gentlich find o und os die aͤufſerſten Graͤnzen aller denk⸗ 
baren abſtracten Zahlen, (14. $.) und das Zeichen oe 
für ſich allein bedeutet weder linie noch Fläche noch Wine 
kel, ſo wie das Zeichen 3 fuͤr ſich allein weder 3 Thaler 
noch 3 Pfunde bedeutet. Wenn aber in einer algebrai⸗ 
ſchen Formul ein x oder y als Zeichen einer veraͤnderlichen 
Groͤſſe vorkommt, fo weiß man von ſelbſt, ob x oder y 
eine Linie oder Blache, oder ſonſt was anders fey, und 
dann giebt es für dieſes x oder y nur eine Graͤnze es, fo 
wie es dafür nur eine Graͤnze o giebt. , 


G 3 Einige 
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Einige Zuſaͤtze zur erſten Abhandlung. 
e Zuſatz zum 8. F. 
Aufgabe. 

Auf der Hypothenuſe CT eines bey A rechtwinklichten 
78. Dreyeckes ACT if CB der Grundlinie CA gleich an⸗ 
genommen, und BD auf AC ſenkrecht: man ſoll eine Glei⸗ 
chung zwiſchen der Hypothenuſe CT und dem Segment 

CD der Grundlinie finden. N 

Aufldſung. N 

Die Dreyecke ACT und DCB find einander ähnlich, 
alfo it CD: CB AC: AT. Vermöge der Vorausſetzung 
aber it CB = AC, alſo auch CD: AC AC: CT, und 
daraus folgt CD. CT AC. Ein Kreis aus dem Mit⸗ 
telpunet C mit dem Halbmeſſer CA beſchrieben geht durch 
B, und wenn gleich der Winkel ACD aröffer oder kleiner 
genommen wird, fo bleibt doch CB von beſtaͤndiger Groͤſ⸗ 
ſe, wenn Ca, wie hier vorausgeſetzt wird, einerley bleibt: 
dagegen aͤndern ſich mit dem Winkel zugleich D und CT. 
man feße die beſtaͤndige Groͤſſe CA = CB =r, die ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤſſen CD =x, CT=y, fo ijt xy =r die 


geſuchte Gleichung, oder y= ar, 
x 


; Einige Folgeſaͤtze. 
Je klei en wird, deſto groͤſſe 
1. Je kleiner x angenommen wird, groͤſſer 


wird die ei mithin auch y deſto gröffer; umge⸗ 
kehrt aber, je gröſser = genommen wird, deſto kleiner 
wird EN alfo auch y. Wil B allemahl in der Peri⸗ 
pherie des Kreiſes bleibt, ſo kann CD nie oriffer als 
CA, alſo x nie gröffer als r werden, mithin — nie klei⸗ 


ner als r. Wenn B durch A nach P ruͤckte, jo vn 
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r é 
CD oder x wieder abnehmen, alſo — und zugleich y 
= 
wieder wachſen: demnach iff er eine Graͤnze, unter wel⸗ 
; 2 r 8 = 
che y nicht abnehmen, fo wie der Bruch — nicht klei⸗ 
X 


ner als 1 werden kann. Dagegen kann CD oder x foweit 

man will abnehmen. Wenn der Bogen AF ein Quadrant 

iſt, und B nach F rückt, fo wird CD immer kleiner, und 

wenn B mit F zuſammen faͤllt, fo falle BD mit FC, fo 

wie D mit C zuſammen, alſo iſt nun x So, und y = 
r 


Serres F. 
0 

2. Wenn in einem andern rechtwinklichten Drey⸗ 
eck ECS die Grundlinie CE b, der anliegende ſpitze 
Winkel ECS SAC ift, fo find ACT, ECS, auch eben 
fo BCD und GCH ähnfiche Dreyecke, alſo haben ihre 
gleichnahmigen Seitenlinien gegen einander einerley Bers 
haͤltniß. Vermoͤge der gefundenen Aufloͤſung der vorge⸗ 


i CE 
legten Aufgabe iſt CH. CS = CE, oder CS = sey CE. 
Es ift aber BG ;CH= CB: CD, oder CE: CH = CA: CD, 

5 CA 
alſo auch CS = Pot CE. Wird nun BE b gefeßt, 


* 


fo giebt das CS = ch, So wie r= CA den Maaß⸗ 


x 
ſtab für CT abgiebt, fo wird b= CE der Maaßſtab für 
CS, und die Zahl welche angiebt, wie viel mahl CE in 
CS enthalten fen, bleibt mit derjenigen einerley, welche an⸗ 
giebt, wie viel mahl CD in CT enthalten fen. 


3. Die Zahl —— kann man alfo ein für allemahl 


x 
für jede Griffe des Winkels ACB ſuchen, und es iſt bey 
G 4 bie 


~ 


\ 
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dieſer Rechnung gleichguͤltig, wie groß man CA oder CB 
annehmen will: deßwegen kann CA oder r angenom- 
men und ein fuͤr allemahl geſucht werden, wie groß fuͤr 
jeden Winkel BCD die Zahl fen, welche die Lange jeder 
Perpendiculaͤrſeite im rechtwinklichten Dreyecke BCD an: 
giebt, wenn die Hypothenuſe BC fuͤr eins angenommen 
wird. Das iſt der Grund aller trigonometriſchen Rech⸗ 
nungen. Wenn fuͤr den Winkel BCD die Seiten BD 
und CD gefunden find, fo hat man auch AC, AT, CT, 


N : : AC 
im Dreyeck ACT; denn es iſt AC BC, CT ni 


vermoͤge der gegebenen Aufdfung, und die Proportion 
s DB 
CD: DB CA: AT giebt AT = 9 CA, 


4) Die Knien BD, CD, AT, CT, heiſſen in der 
Trigonometrie Sinus, Coſinus, Tangente, Secante, 
des Winkels ACB, vornemlich alsdenn, wenn CA=1 
geſetzt iſt: die Zahlen, welche die fange dieſer Linien für 
den Halbmeffer S1 angeben, find in den trigonometri⸗ 
ſchen Tafeln aufgeführt, und wenn der Winkel AcB & 
geſetzt iff, fo ſchreibt man kurz fin. a, col. , tang. x, ſec. a, 
anſtatt der kurz vorhin angezeigten Nahmen. Diefe Bet 
chen koͤnnen demnach alle moͤgliche Zahlen bedeuten, wie⸗ 
wohl mit der Einſchraͤnkung, daß fin, oder cof.e nur al⸗ 
le ächte Brüche, die nicht groͤſſer als 1 find, fee. alle 
ganze Zahlen und unaͤchte Bruͤche, welche 1 übertreffen, 
rang. x aber alle mögliche ſowohl ganze als gebrochene Zah⸗ 
len nach Berfchiedenheit des Winkels w bezeichnen kann. 
Darauf beruhet vornemlich der vortheilhafte Gebrauch der 
trigonometriſchen Tafeln. 

5) Wenn im Dreyeck ECS die {ange der Grundli⸗ 
nie CE=b, und die Groͤſſe des Winkels SCE = be⸗ 


kannt iſt, fo iff wie vorhin gefunden ward, CS == — b. 
X 
Wenn 
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Wenn nun r==ı angenommen und coſ. & anſtatt x ges 
ſchrieben, alsdenn aber die Hypothenuſe CS Sh geſetzt 


wird; fo iſt hr. b. Weil übrigens die Drey⸗ 
N O1. & 
ecke ACT, BCD einander ähnfich find, fo it D: CB 
CA: CT, oder coſ. &: 1. 1; ſec. a, alfo fec. a Ba 
* cof o 


weßwegen man auch h=bfeg a ſetzen kann. Weiter iſt 

CD: BD SCE: Es; wenn alſo ES Sp geſetzt wird, fo 

III. & b; 

coſ 

Ueberdem iſt auch CD: PBS SCA: AT, alſo eoſ. c: fin, 
; fin, c 


== Iitang.a, und tang. * = : deßwegen evs 
col, 


hat man cof, : ſin. * = b: p, folglich p= 


halt man auch pb tang. &. 


Anmerkung. 


Mir iſt die Erinnerung gemacht worden, daß man⸗ 
che in der Mathematik eben nicht ſehr geuͤbte Lefer viel 
leicht wuͤnſchen moͤgten, aus der vorſtehenden Abhandlung 
den eigentlich philoſophiſch richtigen Begriff vom Mathe⸗ 
matiſch-Unendlichen kennen zu lernen, und das vornem⸗ 
lich um deßwillen, weil man auch in andern philoſophi⸗ 
ſchen Wiſſenſchaften den Begriff vom Unendlichen noͤthig 
habe: es koͤnne alſo eine deutliche und richtige Auseinan⸗ 
derſetzung des Begriffes vom Mathematiſch Unendlichen 
auch wohl den Weg bahnen, den Begriff vom Metaphy⸗ 
ſiſch⸗Unendlichen mehr ins Lieht zu ſetzen. Wieweit die⸗ 
{ee zu hoffen fey, daruber wage ich nicht zu urtheilen: in 
deſſen hat mich dieſe Erinnerung doch bewogen, hier kurz 
zu zeigen, was es mit den im 8. H. als bekannt vorausge⸗ 
ſetzten trigonometriſchen Grundformuln fuͤr eine Bewand⸗ 
niß habe. Man hat nun in der zu dieſer Aufgabe und 
den beygefuͤgten Qufagen gehoͤrigen Figur das alles noch 

G 5 mehr 


/ 
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mehr ſinnlich vor Augen, was im 8. H. ſonſt als bekannt 
iſt angenommen worden. 

lebrigens aber muß ich noch dieſe Bemerkung bey⸗ 
fuͤgen, daß ich mir nicht getraue, einem jeden auch in der 
Mathematik wenig oder gar nicht geuͤbten Leſer den Ins 
halt der vorſtehenden Abhandlung nach ihrem ganzen Um⸗ 
fange einleuchtend zu machen: eben daſſelbe habe ich auch 
im 23. $. der Abhandlung ſelbſt ſchon geaͤuſſert. Es iſt 
algebraiſche Sprache, wovon der eigentliche Sinn hier 
feſtgeſetzt werden ſoll: dieſe zu verſtehen, dazu gehoͤrt 
ſchon einige Uebung in der Buchſtabenrechenkunſt, und 
in Anwendung der Regeln, wie man mit Gleichungen 
umgehen muß. Die allgemeinen Grundbegriffe von 
Summen, Differenzen, Producten, Quotienten, Vers 
haͤltniſſen, Potenzen und Wurzeln, und was davon ab- 
haͤngt, muß man ſich ſo gelaͤuſig gemacht haben, daß ſie 
ſich dem Verſtande ſogleich in ihrem ganzen lichte und in 
ihrer ganzen Allgemeinheit darſtellen, wenn man die Zei⸗ 


chen davon erblickt. Das ſehr einfache Zeichen Ga Be 
x 


deutet nicht etwa nur einen Quotienten, ſondern alle 
mögliche, wenn x noch etwas unbeſtimmtes bezeichnet. 
Wenn ſich jemand von dem allen noch mehr unterrichten 
wollte; dem koͤnnte ich vorſchlagen, in der neuen Aus⸗ 
gabe des aten Theils meines Lehrbegriffes der geſamm⸗ 
ten Mathematik den aten Abſchnitt der Allgemeinen 
Rechenkunſt nachzuleſen. 
Zufag zum 35. §. 
Wenn hier behauptet wird, daß man ein unendlich 
groſſes mit dem andern nicht weiter vergleichen koͤnne; 
ſo duͤrfte das, was zur Erläuterung der trigonometriſchen 
Grundbegriffe in dem vorſtehenden Zuſatz zum 8. §. vor 
getragen iſt, und ſelbſt die dazu gezeichnete Figur, einen 
ſcheinbaren Zweifel erregen. Es iſt allemahl das Ver⸗ 
haͤltniß CS: CT, auch eben fo ES: AT, dem . 
e 
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fe CE: CA gleich: wenn alſo CE vielleicht roomahl, 
1000mahl und mehrmahl, überhaupt nmahl gröffer als 
CA iſt; fo bleibt auch CS n. CT, ES=n.AT, wenn 
gleich ACB= 90° wird, alſo CS, CT, fo wie ES, AT, 
unendlich groß werden. Dieſemnach kann ein unendliches 
u mahl gröffer als das andre ſeyn, wie der gemeinen tel: 
re gemaͤß iſt. Allein ſo ſcheinbar auch dieſe Vorſtellung 
immer ſeyn mag, ſo falſch und unrichtig iſt doch die Art, 
wie die Schlußfolge aus den Vorderſaͤtzen hergeleitet wird, 
Die Verhaͤltniſſe CS: CT und ES: AT ſind nur ſo lange 
dem Verhaͤltniſſe CE: CA gleich, als ſich die Glieder je⸗ 
ner Verhaͤltniſſe beſtimmt angeben laſſen, fie mögen uͤbri⸗ 
gens fo groß ſeyn, als fie wollen. Man kann AT = 
AC. tang. , ES= CE. tang. & ſchreiben, und wenn man 
ES CE. tang, ca - 
— = — ſetzt aͤllt tang. e vo 
nun ART NE ſetzt, fo f g. * von ſelbſt 
ſchon aus der Rechnung weg, en mag ſeyn, was man 
will. Dieſer Bruch hängt von @ gar nicht ab, alſo auch 
nicht von * = 90. Nur fo lange als AT und ES von 
Cs geſchnitten werden, giebt es ein Paar ähnliche Trian⸗ 
gel, wie ACT, ECS; in dem Fall ACB = 90° find kei⸗ 
ne ſoſche Triangel mehr da, es giebt keine Spitze Tauch 
keine Spitze S mehr, weder A noch ES hat einen End 
punct, wie kann man alſo noch fragen, wie viel mahl 
AT in Es enthalten fen? Man kann ſich zwar hier eben⸗ 
falls ein letztes Verhaͤltniß vorſtellen, womit ES, AT, 
aufhören ausmeßbare linien zu ſeyn, daſſelbe ift aber von 
dem Verhäͤltniſſe ES: AT nicht verſchieden, wenn auch 
ACB kein rechter Winkel iſt. Wenn man ſonſt letzte 
Verhaͤltniſſe, letzte Summen, oder überhaupt Grane 
zen veraͤnderlicher Werthe ſucht, ſo muß die Formul, 
welche bey der Rechnung zum Grunde liegt, von einer 
veraͤnderlichen Groͤſſe fo abhängen, daß jede Aenderung 
dieſer Groͤſſe zugleich eine Aenderung jener zur Folge hat, 
Das iſt der Fall gar nicht bey Quotienten dieſer Art wie 


° 
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EC. tang. EC. fee, & : 
Aue „oder — der Winkel a mag ſich 
AC. tang. & AC. fee a 


wie man will ändern, jene Quotienten behalten einerley 
gar. Be A 
unveraͤnderlichen Werth 8 Ein ſolcher Quotient iſt 


das nicht, was man nach dem ſonſt gewohnten Sprachge⸗ 
brauch Function des veraͤnderlichen Winkels anennen wuͤr⸗ 
R a.tang.a+b . 
de. Wäre dagegen y = ————-—-;, fo würde y mit a 
f. tang. cl T c 


» a 
Aenderungen leiden, es würde I werden, wenn 


w= 90° werden ſollte: aber nicht um deßwillen, weil 
nun der unendlich groſſe Nenner im unendlich groſſen Bah: 
ler fo viel mahl als k in a enthalten ware, ſondern well 


b: tang. , b ; 
ar : und fo wie 
tang, c 


— 1 ! 


f +- gttang. o. 
Nullen werden wenn w= 90° ſeyn ſoll. 


tang, & 
Zuſatz zum 46. $. N 

In einem lehrbuch, wie die Elemente der Mathe⸗ 
matik von H. Joh. Friedr. Lorenz, 1 Theil, Seip; 1785, 
ſeyn ſollen, hätte ich die gemeine Sprache von Unendlich⸗ 
kleinen, vom omni dabili minus, von den Ordnungen 
des Unendlichkleinen und Unendlichgroſſen, am allerwe⸗ 
nigſten vermuthet. H. lorenz wollte die Geometrie des 
Euflides der neuern Mathematik ganz einverleiben: war⸗ 
um auch nicht die Geometrie des Archimedes? Andre 
Schriftſteller haben doch beydes geleiſtet: denn die Geo⸗ 
metrie des Euklides der neuern Geometrie einverleiben 
heißt doch wohl nicht, den Euklides nur abſchreiben? 
Verdient Archimedes nicht eben fo gut als Euklides, daß 
man ihn der neuern Mathematik einverleibe? Mir iſt es 


wenigſtens unerwartet, daß ich in den Elementen des H. 
Lo⸗ 


auch y= 
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lorenz nichts vom Archimedes, oder vielmehr von den vor⸗ 
treflichen Methoden finde, wie Archimedes die Lehren 
vom Kreiſe und von der Kugel behandelt. Warum fin⸗ 
det ſich kein einziger von dieſen ſchoͤnen lehrſaͤtzen, ſelbſt 
der zweyte Satz im XII. Buch des Euklides nicht, in der 
reinen Geometrie? Warum iſt alles, was hieher gehört 
in die gemiſchte Geometrie gebracht, und von keinem eins 
zigen dieſer Lehrſaͤtze ein geometriſcher Beweis gegeben 
worden? Beweiſe wie §. 39. S. 251. erkenne ich nicht 
für geometriſche. Die im 28. 30 und 34. §. aus dem 
Grundſatze im 27. §. gefolgerten Beweiſe kann man in 
einem Handbuche fuͤr die erſten Anfaͤnger, oder für folche, 
welche die Mathematik zum praetiſchen Gebrauch treiben 
wollen, gelten laſſen: ſtrenge geometriſche Beweiſe im 
Geiſte des Euklides und Archimedes ſind es nicht. (Man 
vergleiche meinen Auszug aus den Anfangsgruͤnden und 
dem Lehrbegr. der Math. Wiſſ. 297. §. Geom. 156. S.) 
Sind denn die Schriften, welche wir vom Archimedes 
haben, nicht eben fo gut unſchaͤtzbare Denkmale des Al 
terthums als die Elemente des Euklides? Freylich haͤtte 
eine ſolche Behandlung dieſer Lehrſaͤtze nach Art des Ar⸗ 
thimedes mit dem gemeinen hoͤchſtunvollkommenen Vor⸗ 
trage der Gruͤnde der Differential- und Integralrechnung 
nur einen deſto groͤſſern Contraſt gemacht. Ich begreife 
auf keine Weiſe, wie ein ſolcher Vortrag einen Mann 
befriedigen kann, der mit dem Euklides ſo vertraut iſt, 
als Herr Lorenz, geſetzt ihm wäre Archimedes auch ganz 
unbekannt. Beym Durchleſen des ıflen $. der Diffe⸗ 
renzialrechnung wuſte ich nicht, ob ich meinen Augen 
trauen ſollte: ich ſchlug zuruͤck und ſahe nach dem Titel⸗ 
blade, ob ich auch ein andres Buch aus Verſehen ergrif— 
fen hätte; denn ich konnte mich darin gar nicht finden, 
daß hier der rſte Satz aus dem zehnten Buche des Eukli⸗ 
des in einer ganz andern Geſtalt erſcheint, als in der ei- 
genen Ueberſetzung, die wir vom Herrn lorenz haben. Der 
Satz beym Euklides hat die Natur einer Aufgabe, wie folget: 

1. Satz 


* 


2 
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1. Satz nach dem Euklides im X Buch. 


3515. Wenn zwey ungleiche Groͤſſen AB, C, gegeben ſind, 
und es wird der groͤſſern AB mehr als die Haͤlfte abgenom⸗ 
men, dem Reſte abermahls mehr als die Hälfte, und dies 
immer ſo fort: ſo bleibt einmahl ein Reſt, welcher klei⸗ 
ner iſt, als die gegebene kleinere Groͤſſe C. 
Es fey der C Vielfaches DEN AB. Theile DE in 
ihre der C gleiche Theile, DF, FG, GE. Nimm von 
der AB mehr als die Hälfte BA, und vom Reſt mehr als 
die Haͤlfte Hl, und dies immer ſo fort, bis in AB ſoviel 
Abbſchnitte, als in DE find, 
Da AB<DE, und von AB mehr als die Hälfte | 
BE, von DE aber weniger als die Hälfte weggenommen 
wird, fo iſt der Reſt AH TDG. Folglich, da von AH | 
mehr als die Hälfte HI, von DG aber nur die Hälfte E 
weggenommen wird, iſt der Reſt Al DF. Nun iſt | 
DF=C. Folglich Al KC. 


Anmerkung. 


Auf eben die Art wird der Satz bewieſen, wenn 
bey der groͤſſern AB das Weggenommene immer auch nur 
die Hälfte beträgt. | 


Aufgabe nach H. Lorenz. 


Es foll eine Groͤſſe, die kleiner iſt, als jede gegebene 
noch fo kleine Groͤſſe A, quantitas omni dabili minor, ge- 
funden werden. 

Man nehme eine beliebige Groͤſſe BC, und mache 
von A ein Vielfaches DG>BC, Nimmt man nun von 
BC die Hälfte BH, und von DG weniger als die Hälfte 
DE: fo iſt der Reſt HC EG. Nimmt man von HC 
die Hälfte HK, und von EG die Hälfte EF: fo iſt der 
Reſt KC FG. Nun iſt FGA, Folglich KC 5 1 

ur 


Big. 
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Aufldfung und Beweis iſt wie beym Euklides, aber, 
der Satz ſelbſt iſt beym H. Lorenz ganz anders als beym 
Euklides ausgedruͤckt. Beym Euklides findet ſich keine 
quantitas omni dabili minor, nur eine gegebene Groͤſſe C, 
die kleiner als AB ſeyn foll, der Reſt Al bleibt kleiner, als 
als die quantitas 4e . 

Am allerwenigſten weiß Euklides etwas von den Fol⸗ 
gen, die H. Lorenz beyfuͤget. 

1. Wire die gegebene Grdſſe auch die allerkleinſte, 
die man nur geben kann: fo laͤßt ſich doch eine Gröffe 
darſtellen, welche noch kleiner iff — — !! Leuchtet dem 
Herrn foren; denn ein fo ſichtbarer Widerſpruch nicht in 
die Augen? Und nun weiter das Beyſpiel zur Erlaͤuterung 
vom Beruͤhrungswinkel!! 

2. Selbſt eine ſolche Groͤſſe, welche kleiner iſt, als 
die allerkleinſte, laßt ſich ohne Ende in noch kleinere 
Theile theilen.!!! Zum Beweiſe wieder die Beruͤhrungs⸗ 
winkel ungleicher Kreiſe mit einer gemein ſchaftlichen grad⸗ 
finichten Tangente!!! Gewiß iſt das dem H. lorenz un: 
bekannt geblieben, was ich im 1, Theil meines Lehrbegrif⸗ 
fes der geſammten Mathematik im 130 — 133. $. der 
Geom. 288 — 292. S. vom Beruͤhrungswinkel vorgetra⸗ 
gen habe: ſonſt wuͤrden mir die aus feinen Elementen der 
Mathematik hier angeführten Stellen noch weit mehr Be⸗ 
fremdung verurſachen. 8 


Nach dem Zuſatz beym 2. F. der Differentialrechnung 
a a O. 37. S. iſt — ein unendlich kleiner Theil der 


Groͤſſe r, und ein wirkliches Nichts. Bey dem allen 
wird dieſes wirkliche Nichts, eben fo wie das do, wel⸗ 
ches wie die Tangente des rechten Winkels unendlich groß 
iſt, quantitas omni dabili maior, (H. 2. d. a. O.) im 3. &. 
mit n wieder multiplieirt, es wird auf Potenzen erhoben, 
kurz hier giebt es fo viele unendlich kleine (mithin ſoviele 

a wirk⸗ 
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wirkliche Nichtſe ) und unendlich groffe, als endliche Gröſſen, 
hier giebt es unzaͤhlig viele Ordnungen des Unendlichklei⸗ 
nen (alſo des wirklichen Nichts) und Unendlichgroſſen, 
und am Ende foll die Metaphyſik erſt unterſuchen, ob 
auch dergleichen Potenzen des Unendlichen etwas unmoͤg⸗ 
liches ſeyn moͤgten. Hat denn die Mathematik ſelbſt keine 
Gruͤnde, nach welchen ſie eine ſolche Pruͤfung anſtellen 
kann? Die Metaphyſik hat der Mathematik bisher ſchlech⸗ 
te Dienſte geleiſtet; ſie hat ſo wie dieſe lehren vom Un⸗ 
endlichen noch mehr andre kehren eben recht ins Dunkle 
eingehuͤllet: Aufkaͤrungen in der Mathematik, welche 
wir der Metaphyſik zu danken haͤtten, ſind mir gar nicht 
bekannt. Uebrigens verſtehet es ſich von ſelbſt, daß eine 
aufgeklaͤrte Metaphyſik ihren Werth fo gut habe, als eine 
aufgeflärte Mathematik: jede dieſer Wiſſenſchaften muß 
aber in ihren Graͤnzen bleiben. So wenig als mathema⸗ 
tiſche Vorſtellungsarten fir die Metaphyſik gehören, fo 
wenig gehoͤren metaphyſiſche fuͤr die Mathematik. 6 


II. 
Von 


den Parallellinien, 


und 
den neuern Bemuͤhungen, 


die Theorie davon zu ergaͤnzen. 


1. §; Wi 2 5 

eym Antritt meiner jetzigen lehrerſtelle in Halle, 

2 im Sate 17778, ließ ich unter dem Titel, Bers 
—ſuch einer völlig berichtigten Theorie von den 
Parallellinien, eine kleine Schrift drucken, worin ich 
meine Gedanken daruͤber vortrug, auf welchem Wege die 
bekannte Schwierigkeit bey dieſer kehre am beſten dürfte 
gehoben werden koͤnnen. Mir'ſind ſeit der Zeit auch einis 
ge andre hieher gehörige ähnliche ſchriftliche Aufſaͤtze bez 
kannt worden. Weil ihr Inhalt mich aber immer noch 
weniger befriediget, als das, was ich jet in der anges 
fuͤhrten kleinen Schrift daruͤber aufgeſetzt habe; ſo mag 
auch dieſe in Geſtalt einer zweyten Auflage hier wieder 
mit auftreten. Mit Weglaſſung des Einganges, den 
die erſte Auflage als Ankuͤndigung melner damahls anzu⸗ 
ſtellenden Vorleſungen hatte, laſſe ich fie hier mit einigen 
noͤthig befundenen Veraͤnderungen und Zuſaͤtzen wieder 
abdrucken: denn Ich bin bis jetzt noch davon überzeugt; 
daß die Gruͤnde, worauf ich dieſe Lehre zuruck zu führen 
bemühet geweſen bin, grade dieſenigen find, worauf es 
hier vornemlich ankommt. Wenn gleich der Weg, wel⸗ 
chen ich genommen Babe, vielleicht nicht der einzige rich⸗ 
tige ſehn möchte; To iſt er doch nach meiner bisherigen 
Ueberzeugung noch der beſte und richtigſte, den ich kenne 


rr 2. 8. 1% : 4 

Untet andern Vortheilen ruͤhmt man von der keinen 

oder theoretiſchen Mathematik auch dieſen, daß fie eine 
vor zuͤglich gute Uebung des Verſtandes fen, und ſie iſt 
wirklich eine beſtaͤndige Anwendung der Regeln der Ver 
nunftlehee Einige nicht recht guͤnſtig ſcheinende Urtheile 
von der Logik, die zum Theil Maͤnner von groſſen Ein: 
ſichten hie und da in ihren Schriften geaͤuſſert haben, 
koͤnnten dieſe Wiſſenſchaft in den Verdacht bringen, als 
H 2 ware 
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waͤre der groͤßte Theil ihrer lehren wenig oder gar nicht 
brauchbar; wenn man nicht wuͤſte, daß nicht ſo ſehr die 
Wiſſenſchaft ſelbſt, als vielmehr nur dieſes oder jenes 
lehrbuch gemeint fey, Der natürliche Verſtand kann bey 
den Uebungen in der Geometrie fic) die Regeln der wif: 
ſenſchaftlichen Logik ſelbſt abſtrahiren, und Logik lernen, 
ohne eben des Unterrichts nach einem logiſchen Handbuche 
zu beduͤrfen. Die Fertigkeit im richtigen Urtheilen und 
Schlieſſen, im ordentlichen und zuſammenhaͤngenden 
Denken, erwirbt ſich der ſelbſt denkende Geometer grade 
fo, wie es die beften Lehrer der Vernunftlehre haben wol⸗ 
len, und der ganze Inbegriff der Maximen, nach wel⸗ 
chen derſelbe bey feinen Unterſuchungen zu Werke geget, 
in gehoͤrige Verbindung gebracht, iſt kuͤnſtliche Logik. 
Herr Geſner mag uͤbrigens in der Hauptſache Recht be⸗ 
halten, (Primae lineae Iſagoges in eruditionem vniuer- 
ſalem Tom. II. §, 1012. u. f.) wer nichts als Vernunft: 
lehre ſtudiren wollte, der wuͤrde am wenigſten das werden, 
was er zu werden wünfcht. Je mehr Sachen dagegen der 
Philoſoph ſtudirt, je natuͤrlicher die Verbindung ift, wor: 
in er die Gegenſtaͤnde feiner Unterſuchungen zuſammen 
ordnet, je ſchaͤrfer und deutlicher er die Grundbegriffe ent⸗ 
wickelt, wovon alles abhaͤngen ſoll; deſto beſſet wird er 
das Brauchbare und Unbrauchbare der logiſchen Regeln, 
die man in den lehrbuͤchern findet, unterſcheiden lernen. 
Ich bin indeſſen doch ſehr davon überzeugt, daß ein wife 
ſenſchaftlicher Vortrag der Vernunftlehre nicht allein 
nüßlich, ſondern auch ſehr nothwendig fey, wofern wir 
in unfern Unterſuchungen gewiß und ficher gehen wollen. 
Man ſtoͤßt doch zuweilen auf Stellen in den Schriften 
ſehr geuͤbter Geometer, die eben darum ſehr befremden, 


weil ſie mit ſehr allgemein als richtig anerkannten logiſchen 


Regeln ſich nicht wohl vereinbaren laſſen. 
3. H. 
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ee . 

Die bekannte Schwierigkeit in der lehre von den 
Parallellinien, welche bisher bey allen Bemuͤhungen, 
fir den eilften Grundſaß beym Euflides einen völlig ſchar⸗ 
fen Beweis zu ſuchen, noch nicht (zur allgemeinen Be⸗ 
friedigung) gehoben iſt, ſcheint ein merkwuͤrdiges Bey⸗ 
ſpiel davon zu ſeyn, wie wenig Hilfe man von der Ver⸗ 
nunftlehre ſich zu verſprechen habe: denn es iſt gewiß, 
daß uns die Regeln von der Converſion allein hier nicht 
aushelfen koͤnnen. In den Anfangsgruͤnden der Geome⸗ 
trie, einer Wiſſenſchaft, die ein Vorbild der vollkom⸗ 
menſten Sebrart zu ſeyn behauptet wird, ſollte eine Schwie 
rigkeit ſeit des Euklides Zeiten noch immer uͤbrig ſeyn, die 
ſich gar nicht heben lieſſe! Das in meinen geometriſchen 
ehrſtunden zu ſagen, iſt mir immer ſchwer geworden. 
Dennoch habe ich ſchon ehedeß einen Verſuch gemacht, 
der nicht gluͤcklicher ausgefallen iſt, als die Verſuche mei⸗ 
ner Vorgänger. Die bekannte Diſputation: Conatuum 
praecipuorum theoriam parallelarum demonftrandi recen- 
fio, welche der jegige Helmſtaͤdtſche Herr Profeffor Kir 
gel im Jahr 1763 zu Göttingen verfaſſet, und unter 
Herrn Hofrath Kaͤſtners Vorſitz vertheidiget hat, uͤber⸗ 
hebt mich der Mühe, die Geſchichte aller hieher gehoͤrigen 
Bemühungen andrer Schriftſteller zu erzählen: unter 
2 gerley Verſuchen, die daſelbſt angeführt find, iſt keiner 
völlig gelungen. Mein neuerer Verſuch war das auch 
noch nicht völlig, was ich wuͤnſchte: indeſſen läßt ſich 
vielleicht das, was ich dabey zum Grunde geſetzt habe, 
in noch einfachere Gabe aufloſen. Mehrere Maͤnner; 
deren Nahme, wenn es noͤthig ware, fie zu nennen, der 
Sache kein geringes Gewicht geben wuͤrde, haben mir, 
theils ihren ganzen Beyfall bezeuget, theils hie und da 
noch etwas mehr Aufklärung verlangt: ich werde im fol⸗ 
genden ihre Erinnerungen zu nutzen ſuchen. 


H 3 3. K. 
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; 4: $. 
Das kann man mit dem Euklides ſcharf beweiſen: 
Zwo grade Linien, die, wenn ſie von einer dritten ge⸗ 
ſchnitten werden, mit ihr zwo innere Winkel einſchlleſſen, 
deren Summe zwey rechte Winkel ausmacht, ſind pa⸗ 
rallel Die Logif ſagt: ein bejahender allgemein wahrer 
Satz kann vermittelſt einer 1 5 unmittelbaren Folge, 
wenn man ſonſt keine Gruͤnde hat, umgekehrt und allge⸗ 
mein ausgedruͤckt nicht als ein wahrer eben durch die 
Umkehrung bewieſener Satz gelten. Hat man einigen 
Grund, zu vermuthen, daß der durch die Umkehrung 
ſich ergebende Satz auch allgemein wahr ſey; ſo muß 
man einen eigenen Beweis des Saßes ſuchen. Wie man 
ſich hiebey verhalten ſoll, dazu kann man aus der logiſchen 
lehre von der Umkehrung der Gage keine Anleitung her⸗ 
nehmen wollen; denn dieſe fol nur ins licht ſetzen, auf 
welche Art es erlaubt fen, oder nicht erlaubt fey, einen 
Satz umzukehren, wenn man ſich allein durch die Um⸗ 
kehrung verſichert halten will, daß der ſo herauskommen⸗ 
de Satz, als Schlußſatz betrachtet, wahr fey, wenn der 
erſte, aus deſſen Umkehrung er entſtanden iſt, als Praͤ⸗ 
miſſe betrachtet, als wahr zugeſtanden wird. Demnach 
iſt wohl kein Mangel in der logiſchen Converſionslehre 
Schuld daran, daß man mit der Schwierigkeit in der leh⸗ 
ke von den Pgrallellinien noch nicht fertig geworden iſt. 
e . N 

Der umgekehrte Satz lautet ſo: Parallele Linien 
machen mit jeder dritten graden Linie, die alle beyde 
ſchneidet zwey innere Winkel, deren Summe zwey 
rechte Winkel betraͤgt. Daß der Satz als ein beſonde⸗ 
rer Satz ausgedrückt wahr ſey, davon iſt man allein durch 
die Converſion als durch eine unmittelbare Folge verſichert. 
Man will aber einen Beweis davon haben, daß der Satz 
allgemein ausgedrückt wahr fey, Die Prämiffe fey, um 
mich 
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mich kurz zu faſſen: Alles A iſt B, ſo folgt durch die 
Umkehrung der Schlußſatz: Einiges B it A. Wofern 
aber auch bewieſen werden kann: Alles, was nicht A iſt, 
das iſt auch nicht B, fo iſt damit zugleich bewieſen: Als 
les B iſt A. Denn waͤre nun einiges B nicht A, fo rare 
auch einiges B nicht B, welches ein Widerſpruch iſt. Nach 
einer andern Converſionsregel, welche ich mit dem Hrn. 
von Segner die Umkehrung per contrapofitionem nenne, 

folgt auch unmittelbar aus dem Satze 
Alles, was nicht A iff, das iſt auch nicht B, 
umgekehrt f \ 

Alles B ift A. 

Wenn nemlich ein Satz allgemein wahr iſt, ſo folgt von 
ſelbſt, wo das Praͤdicat nicht iſt, daß auch da das Sub⸗ 
ject nicht ſeyn firme. (M. ſ. lo. Andr. Segneri Specimen 
Logicae uniuerfaliter demonftratae Jenae 743. Prop. 
XXV. Cor. IV- VI. mit dem Schel. I, pag. 89. 90.) 
So weit die Logik in der Converſionslehre: vermittelſt der 
Converſionsregeln weiter zu fuͤhren, iſt ihre Pflicht nicht. 
Das übrige muß man aus der lehre hernehmen, die dazu 
Anleitung giebt, wie man ſich verhalten muß, um den 
Beweis eines Satzes zu finden. Meine Abſicht iſt nicht, 
auf die dahin gehörigen lehren mich weiter einzulaſſen, 
und hier daruͤber ein Urtheil zu fällen, wie weit das alles 
befriedigend fen, was man davon in den logiſchen Lehrbuͤ⸗ 
chern findet. Das allgemeine der Sache kommt darauf 
an, daß man die Begriffe des Praͤdicats und Gubjects 
in einfachere Begriffe zergliedern muß. Mit dieſer Zer⸗ 
gliederung muß man fortfahren, bis man auf ganz einfa⸗ 
che Grundbegriffe kommt, wenn alle Verſuche fruchtlos 
ablaufen, aus Vergleichung des zu erweiſenden Satzes 
mit andern vorher ſchon bewieſenen, oder ſonſt zugeſtan⸗ 
denen Satzen, auf eine Reihe von Schlüͤſſen zu kommen, 
darin der Satz ſelbſt, wovon die Frage iſt, richtig als 
der letzte Schlußſatz heraus komm. 
D4 6. §, 
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Euklides geht in der Sache nur ſo weit, als ihn die 
Converſionslehre hat leiten konnen. Hat man es bewie⸗ 
ſen, oder wird der Satz als ein wahrer Satz zugeſtanden: 
grade Linien, die mit einer dritten welche bende ſchnei⸗ 
det, zwey innere Winkel einſchlieſſen, die nicht zwey 
rechte Winkel zuſammen ausmachen, ſind nicht paral⸗ 
lel; ſo iſt die ganze Schwierigkeit gehoben. Weil Eu⸗ 
klides, wie es ſcheint, keinen Beweis dieſes Satzes zu ge? 
ben gewußt hat, fo nimmt er ihn als einen Grundſatz 
‚an. Sein Xiter Grundſatz iff mit jenem Satz an ſich 
einerley; er ſetzt nur ſtatt des Worts nicht parallele sic 
nien das gleichguͤltige, zuſammenlaufende: und weil bey 
der Vorausſetzung des Satzes die Summe der innern 
Winkel an einer Seite mehr, an der andern weniger 
als zwey rechte Winkel betraͤgt, ſo druͤckt er zugleich mit 
aus, daß die Linien auf der Seite zuſammen laufen, wo 
die beiden Winkel liegen, deren Summe weniger als 
zwey rechte Winkel betraͤgt. 


5. G. 

In der erſten Ausgabe der oben im rx. §. angefuͤhr⸗ 
ten kleinen Schrift war nach dem ſiebenten Satze die nach⸗ 
ſtehende Stelle eingefloſſen. 

„Wer mir die ſechs erſten Sage als Grundſaͤtze ein⸗ 
geräumt hat, der iſt ſchon genoͤthiget, den ſiebenten als 
eine Folge daraus gelten zu laſſen. Dann aber wird er 
auch genoͤthiget ſeyn, alles folgende als eine ſcharf bewie⸗ 
ſene Theorie von den Parallellinien mit mir anzunehmen. 
Wer dagegen die erſten Saͤtze nicht für befriedigend hält, 
mit dem kann ich daruͤber nicht weiter diſputiren. Mit 
einem ſolchen Gegner, welcher die Saͤtze für keine befrie⸗ 
digende Grundſaͤtze hielte, daß ausgedehnte Groͤſſen, die 
auf und in einander paſſen, und grade Sinien nur als: 
denn, wenn ſie auf einander paſſen, gleich groß find, 

wir: 
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wuͤrde doch wohl niemand ſich in einen Streit daruͤber ein⸗ 
laſſen. Ich wenigſtens wuͤrde ihm gern ſeine Freyheit 
laſſen, die ganze Geometrie fuͤr eine Sammlung unerwie⸗ 
ſener Saͤtze zu halten, ſo lange bis er von ſelbſt geneigt 
wäre, bie erwähnten Gabe als Grundſaͤtze mit mir anzu⸗ 
nehmen. „ 

In dieſer Stelle habe ich meine Gedanken uͤber ge⸗ 
wiſſe Regeln, die man bey philoſophiſchen Unterſuchun⸗ 
gen als nothwendig zu befolgende vorzuſchreiben gewohnt 
iſt, etwas zu kurz zuſammen gefaßt. Ich glaubte, daß 
dieſe kurzen Bemerkungen dem im Denken ſelbſt geuͤbten 
fefer genuͤgen würden: jetzt aber ſcheint es mir zweckdien⸗ 
lich zu ſeyn, daß ich mich etwas umſtaͤndlicher daruͤber 
erklaͤre. In der Vorrede des Hrn. von Segner zur Ue⸗ 
berſetzung der erſten VI. Buͤcher des Euklides, die H. Lo⸗ 
renz im Jahr 1773 herausgab, befindet fic) eine aͤhnli⸗ 
che Stelle. Die Rede ift daſelbſt von einem Grundſatze, 
und es wird hinzugeſetzet: 

„ich kann nicht verſprechen, daß bey der ſo ſehr verſchie⸗ 
denen Denkungsart der Menſchen derſelbe einem jeden 
andern in eben dem lichte erſcheinen werde, in welchem 
er ſich mir zeiget.,, 


8. . 

Seitdem Herr von Wolf auf die Natur einer rich⸗ 
tigen philoſophiſchen Lehrart, die man eine zeitlang auch 
im beſondern Sinne die mathematiſche Lehrart nannte, 
mehr aufmerkſam gemacht hat, geben logiſche und mathe⸗ 
matiſche Schriftſteller die Regel: „man muͤſſe den Vor⸗ 
trag in Wiſſenſchaften mit richtigen Erklaͤrungen und ei⸗ 
nem jeden ohne Beweis einleuchtenden Grundſaͤtzen an⸗ 
fangen., Die Regel ſelbſt wird wohl jeder als richtig 
anerkennen: nur hat vielleicht mancher Schriftſteller ſie 
niedergeſchrieben, auch mancher Lehrer in philoſophiſchen 
oder mathematiſchen kehrſtunden fie vorgetragen, ohne 2 ; 

55 e 
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bedenken, ober dabey zu erinnern, daß dasjenige, was 
die Regel nach dem gewoͤhnlichen Siam der Worte fo⸗ 
dert, nicht allemahl ſchlechrbin eki werden koͤnne. 
Die Regel fodert 
1) richtige Erklaͤrungen, 
2) für fich einleuchtende Grundſaͤtze: über beydes wer⸗ 
den einige Bemerkungen folgen. : 


g 9 : 

; Eine Erklaͤrung ſoll ein Fr Worten vorgetragener 
vollſtaͤndig deutlicher Begriff der zu erklaͤrenden Sache 
ſeyn: ein Begriff aber kann alsdenn nur ein deutlicher 
Begriff heiſſen, wenn der denkende Verſtand mehrere 
Merkmahle wahrnimmt, woran die Sache erkannt und 
von andern unterſchieden werden kann. Es muß alſo je⸗ 
des Merkmahl fuͤr ſich als ein von jedem der uͤbrigen ver⸗ 
ſchiedenes Merkmahl gedacht, und eben darum auch ein 
jedes fuͤr ſich durch ein geſchickt gewähltes, oder ſonſt 
ſchon bekanntes Wort bezeichnet werden konnen. Wenn 
alle dieſe Merkmahle zuſammen genommen hinlänglich 
ſind, die Sache zu aller Zeit und unter allen Umſtaͤnden 
von allen andern zu unterſcheiden, fo iſt der Begriff, poll: 
ſtaͤndig deutlich, und wenn er mit Worten vorgetragen 

wird, fo iff es eine logiſche Erklärung. 

40 8. 

Begriffe, wovon in theoretiſchen Wiſſenſchaften 
die Rede iſt, find groͤſtentheils, wo nicht insgeſammt, 
allgemeine Begriffe, wozu wir vermittelſt der logiſchen 
Abſtraction gelangen. Wir trennen in Gedanken die 
Merkmahle, wodurch einzelne Dinge, Arten, und Gat⸗ 
tungen von einander unterſchieden werden, von den uͤbri⸗ 
gen Merkmahlen, die fle mit einander gemein haben; wir 
laſſen die ſogenannten individuellen und ſpeeiftſchen Unter⸗ 
ſcheidungsmerkmahle weg, und ſtellen uns diejenigen al⸗ 
lein im Verſtande vor, welche einzelne Dinge, Arten und 
Mee 


\ 
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Mebengattungen mit einander gemein haben: fo gelangen 
wir zu allgemeinen Begriffen, deren Allgemeipheit deſto 
groͤſſer wird, je weniger gemeinſchaftliche Merkmahle 
nach Trennung der Unterſcheidungs-Merkmahle uͤbrig 
bleiben. Vielleicht bleibt endlich nur ein einziges Merk⸗ 
mahl in unſrer Vorſtellung übrig, das einer ſehr groſſen 
Menge von Arten und Nebengattungen gemein iſt: der 
ſo ſehr allgemeine Begriff iſt nun ein einfacher Begriff, 
wogegen jeder Begriff noch ein zuſammengeſetzter Begriff 
heiſſen kann, wenn ſich der Verſtand mehr als ein meh⸗ 
rern einzelnen Dingen, Arten, oder vielleicht Nebengar⸗ 
tungen, gemeinſchaftliches Merkmahl vorſtellet. 


rk; 

Die erſten und allgemeinften Begriffe in theoreti⸗ 

ſchen Wiſſenſchaften, ihre Grundbegriffe, ſind wenig⸗ 
ſtens zum Theil ganz einfache Begriffe, und es iſt von 
guten philofophifden Schriftſtellern laͤngſt angemerkt wor⸗ 
den, daß man von dergleichen einfachen Begriffen in dem 
vorhin angezeigten Sinne keine logiſche Erklaͤrung geben 
koͤnne. Wenn der Verſtand nur ein Merkmahl denkt, 
wenn vielleicht die Sprache nur ein oder hoͤchſtens zwey 
an ſich einerley bedeutende Woͤrter hat, um das wenige 
was in der Vorſtellung nach Trennung alles uͤbrigen zu⸗ 
ruͤck geblieben iſt, auszudruͤcken; ſo iſt der Begriff keiner 
Deutlichkeit fähig: er kann nur ein klarer vielleicht ein 
ſehr lebhaft klarer Begriff ſeyn. Nur zuſammengeſetzte 
Begriffe kann der Verſtand deutlich denken, und wenn 
für verſchiedene Merkmahle der Sache, die ſich der Ver⸗ 
ſtand auch als verſchieden vorſtellet, die Worte als Zei⸗ 
chen geſchickt gewaͤhlt werden; ſo wird der daraus zuſam⸗ 
men geſetzte ſymboliſche Ausdruck das, was eigentlich ei⸗ 
ne logiſche Erklärung ſeyn ſoll. Die Begriffe von dem, 
was eine Anzahl, was im allgemeinſten Sinne eine Groͤſ⸗ 
ſe ſey, was Gleichheit und Ungleichheit, was Ausdeh⸗ 
nung 
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nung und Raum ſey, Graͤnze, Lage, Richtung, ſelbſt 
von dem was eine grade Linie fey? (H. von Segner ſagt: 
quae linea Recta dicitur, notum eſt. Curſus Math. P. 1. 
Geom. §. 3. pag. 142. Man vergleiche auch H. H. 
Kaͤſtners Anfangsgr. d. Arichm. Geom. und Trig. die 6 
Erkl. der Geom. mit der beygefuͤgten Anmerkung.) find 
ſo ſehr einfach, daß alle Bemuͤhungen, davon Erklaͤrun⸗ 
gen zu geben, vergeblich ſind. Alle dieſe Begriffe ſind 
an ſich ſinnlich klar, je mehr der Verſtand veranlaſſet 
wird, an das zu denken, was die eben angeführten Woͤr⸗ 
ter als Zeichen dieſer Begriffe ſagen wollen, deſto gröffer 
wird ihre ſinnliche Klarheit: aber zur Deutlichkeit laſſen 
ſie ſich nicht bringen. Ich wuͤrde ſie bey dem allen aber 
doch nicht verwirrte Begriffe nennen, wenn verwirrt ſo 
viel als undeutlich heiſſen ſoll, wenn ſich anders der Ver⸗ 
ſtand das, was das Wort bezeichnet, richtig vorftellt, 
dasjenige nemlich, was nach Abſonderung alles deſſen 
uͤbrig bleibt, was nach dem gemeinen oder wiſſenſchaftli⸗ 
chen Sprachgebrauch das Wort nicht mit ausdruͤcken ſoll. 
Zuſammengeſetzte Begriffe koͤnnen entweder deutlich oder 
undeutlich ſeyn: einfache Begriffe eigentlich keines von 
beyden. 
12. §. 

Es iſt leicht geſagt, daß die Wahrheit eines Grund⸗ 
ſatzes einem jeden, der nur die Sprache verſtehet, worin 
er vorgetragen wird, für fic) ſchon einleuchtend ſeyn muͤſ⸗ 
ſe. Wenn man aber die allgemein fuͤr ſolche ſchon aner⸗ 
kannten Grundſaͤtze der Geometrie, und wenige andre 
ausnimmt; ſo geben ſich bey der Feſtſtellung eines neuen 
ſonſt eben noch nicht gebrauchten Grundſatzes gewoͤhnlich 
ganz eigene Schwierigkeiten hervor, wenn man das fuͤr 
ſich einleuchtend ſeyn im ſtrengſten Sinne nehmen will. 
Es wuͤrde mich zu weit von meinem jetzigen Zweck abfuͤh⸗ 
ren, wenn ich Beyſpiele davon aus andern Wiſſenſchaf⸗ 

ten⸗ 
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ten hernehmen wollte: deßwegen ſchraͤnke ich mich allein 
auf ſolche ein, die aus der Geometrie hergenommen ſind. 
Gewoͤhnlich fodert man, ein Grundſatz muͤſſe in einer 
vorher ſchon vorgetragenen Erklarung mit enthalten ſeyn, 
oder durch eine leichte Schlußfolge daraus hergeleitet wer⸗ 
den koͤnnen: wie aber, wenn der Begriff, wovon in dem 
Grundſatze die Rede iſt, ein ſehr allgemeiner ganz einfa- 
cher Begriff iſt, wovon man keine eigentliche Erklarung 
geben kann? (15. .) Wie wenn man die Grundſaͤtze 
beym Archimedes im I. Buch de Sphaera et Cylindro je- 
ner Foderung gemaͤß beurtheilen wollte, und wenn auch 
nur der einzige Satz: daß die grade Linie die kuͤrzeſte 
zwiſchen zweyen Puncten fey, einer ſolchen Prüfung 
unterworfen werden ſollte; wuͤrde man ihm das fuͤr ſich 
einleuchtende im ſtrengſten Verſtande wohl zugeſtehen? 


13. §. 

Bey dem allen wird der zuletzt erwehnte Satz ohne 
Bedenken, ſo viel ich weiß ganz allgemein als Grundſatz 
angenommen, wenn man auch die uͤbrigen Saͤtze, wel— 
che Archimedes a. a. O. ohne Beweis annimmt, nicht 
ſchlechthin als eben ſo einleuchtende anerkennet. Ja man 
prüfe Euklids 8ten Grundſatz im 1 Buche eben fo: aus⸗ 
gedehnte Groͤſſen, die auf⸗ und in einander paſſen, (ein⸗ 
ander decken, congruiren, wie man es auch ausdrucken 
will) ſind gleich groß. Wie wenn der Zweifler foderte, 
man muͤſſe vor allen Dingen eine Erklaͤrung davon ge: 
ben, was congruiren heiſſe, ferner eine Erklaͤrung von 
dem was gleich oder ungleich fey, hiernaͤchſt muͤſſe man 
deutlich zeigen, daß das Praͤdieat der Gleichheit in dem 
eigenthuͤmlichen des Congruirens gegruͤndet ſey, und das 
entgegen geſetzte Pradicat der Ungleichheit dem Congrui⸗ 
ren widerſpreche. Der Begriff, welchen das Wort 
congruiren ausdruͤcken ſoll, laͤßt ſich ziemlich deutlich 
darſtellen, nicht ſo gut der ganz allgemeine Begriff der 

Gleich⸗ 
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Gleichheit. Selbſt das Congruiren, (zwiſchen einerlen 
Graͤnzen enthalten ſeyn) if das ganz eigenthuͤmliche am 
meiſten einleuchtende Kennzeichen der Gleichheit ausge⸗ 
dehnter Gröͤſſen. Eben darum iſt Euklids gree Grunde 
ſatz ſo ganz kurz ausgedruͤckt, wie er a. a. O. ſtehet, ein⸗ 
leuchtender als jeder Bewels, den man davon zu geben 
verſuchen moͤgte. Bey den erſten geometriſchen Grunde 
ſaͤtzen kommt alles auf ſolche ſinnlich⸗klare Begriffe an, die 
man ſonſt auch notiones communes nennt, die uns eben dar: 
um auch ganz geläufig find, weil wir im gemeinen Leben in 
ſehr vielen Fällen davon Anwendungen gemacht haben: 
Grade dieſer Umſtand traͤgt das meiſte dazu bey, wenn 
uns ein Grundſatz recht ſehr einleuchtend zu ſeyn ſcheinet. 
Ein Gas, der auf Begriffen beruhet, die uns nicht fo 
geläufig find, ſcheint uns eben darum nicht fo ganz ein⸗ 
leuchtend zu ſehn, wenn wir gleich die Wahrheit deſſelben 
an ſich nicht bezweifeln. Man vergleiche den Grundſatz, 
wovon H. bon Segner in der koͤrperlichen Geometrie, um 
die Beweiſe zu verkuͤrzen, Gebrauch gemacht hat, (M. fi 
auch meinen Auszug aus den Anfangsgr. und dem lehrb. 
der Math. Wiſſ. im 296. 297. F. Geom. 156. S. d. 2 
Ausg.) mit dem Grundſatze der Congruenzz fo wird man 
dieſe Bemerkung voͤllig gegruͤndet finden. Gleich hohe 
Körper auf gleichen Grundflaͤchen find gleich groß, wenn 
uͤberdem die mit den Grundflaͤchen parallelen Schnitte 
dieſer Körper in gleichen Höhen über den Grundflaͤchen 
allemahl gleich groß ſind. Um dieſen Segneriſchen 
Grundſag auch nur zu verſtehen, muß man ſelbſt 
durch die Geometrie ſchon vorbereitet ſeyn, er ſetzt wiſſen⸗ 
ſchaftliche Begriffe voraus: den Grundſatz der Congruenz 
verſtehet jedermann, wenn er nur mit der Sprache ber 
kannt iſt, worin der Satz vorgetragen wird. Er beruhet 
auf keinen andern Begriffen, als auf ſolchen, die man 
notiones communes nennet: Dinge, die auf und inein⸗ 
ander paſſen, find gleich groß. ‘ 
14. H. 
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14. 8. 857 
Wenn ich indeſſen e und andern bis⸗ 
her als vollig einleuchtend anerkannten Grundfager ihre 
Evidenz gern zugeſtehe; fo ſcheint mir doch das vorzuͤgli⸗ 
che der Methode der alten Geometer, wovon man immer 
ſo ſehr viel Ruͤhmens gemacht hat, nicht ſo ſehr darauf 
zu beruhen, daß ihren Grundſaͤtzen eine vollkommene Evi⸗ 
denz zugeſtanden werden muß; ſondern vielmehr darauf, 
daß fie von dieſen Grundſaͤtzen einen fo. vortheilhaften Ges 
brauch zu machen wuſten. Das Methodiſche in der Ver⸗ 
bindung aller zu ihrer Wiſſenſchaft, oder zu einer befor: 
dern Theorie, die ſie ins licht ſetzen wollten, gehoͤrigen 
lehren, das Einleuchtende in der Art und Weiſe wie fie 
die kehrſaͤze und Aufgaben mit den Grundſaͤtzen und Gos 
derungsſaͤtzen in Verbindung zu bringen wuſten, iſt es eis 
gentlich, was vornemlich Bewunderung und Nachahmung 
verdienet. Es iſt das, was nach dem Cicero von der 
1 gilt: In Geometria ſi dederis, omnia danda 
unt. Wenn man die Sache aus einem ſolchen Geſichts⸗ 
punete betrachtet, ſo war Euklides vollkommen berechti⸗ 
get, ſeinen XI. Grundſatz im erſten Buche ohne Beweis 
anzunehmen. Vielleicht hatte er mehr als einen fruchtlo⸗ 
ſen Verſuch gemacht, einen Beweis des Satzes aus den 
übrigen von ihm angenommenen Grunbſaͤtzen zu folgern; 
dabey ſchienen ihm vermuthlich die in ſolcher Abſicht nd- 
thigen Unterſuchungen verwickelter und weniger einleuch⸗ 
tend, als der Satz ſelbſt: alſo uͤberließ er es einem jeden, 
ob er den Satz mit dem, was davon weiter abhängt, eins 
raͤumen wolle oder nicht. Ohne Zweifel wuͤrde er einem 
jeden, der ihm entgegen geſetzt hätte, daß der Satz nicht 
befriedigend ſey, erwiedert haben, daß ſeine Geometrie 
auch nur unter der Bedingung eine firenge bewieſene Wiſ⸗ 
ſenſchaft fen, wofern der bezweifelte Satz richtig fen, uͤbri⸗ 
gens aber wiſſe er ihn zur Zeit nicht weiter einleuchtend 
zu machen. Grade das iſt es auch, was ich zu erkennen 
geben 


* 
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geben wollte, als ich die oben im 11. $. bemerkte Stelle 
Rniederſchrieb. Der Foderung, daß kein Grundſatz auf 
andern Begriffen, als auf ſolchen beruhen muͤſſe, die 
man notiones communes (gemeinfaßliche Begriffe) nennt, 
kann nicht allemahl ſchlechthin ein Genuͤge geleiſtet wer⸗ 
den. Es giebt auch ganz einfache wiſſenſchaftliche Grund⸗ 
begriffe, die uns eben darum nicht fo gemeinfaßlich ſchei⸗ 
nen, weil wir im gemeinen leben nur ſelten, oder vielleicht 
nie Veranlaſſung gehabt haben, nach dieſen Begriffen zu 
urtheilen und zu ſchlieſſen. Eben darum koͤnnen ſie uns 
nicht fo gelänfig ſeyn, als andre, die wir bey den täglis 
chen Geſchaͤften des gemeinen lebens häufig anwenden. 
Wenn jemand beym wiſſenſchaftlichen Vortrage Grund⸗ 
fäße diefer Art annimmt, fo kann und muß man eigents 
lich nicht darüber diſputiren, ob fie als Grundſaͤtze gelten 
koͤnnen, oder nicht, weil ſie dem einen einleuchtend ſchei⸗ 
nen koͤnnen und dem andern nicht. Die Hauptſache, wel⸗ 
che zur Frage kommt, iſt allemahl dieſe, ob alles uͤbrige 
aus den angenommenen Grundſaͤtzen richtig fey gefolgert 
worden. Archimedes a. a. O. iſt unbeſorgt daruͤber, 
ob man feine aſſumta werde gelten laſſen, oder nicht: es 
heißt bey ihm Auußavo de r. 


15. F. 


Man fället indeſſen doch über alle andre Grundſaͤtze, 8 


worauf Euklides ſeine Geometrie gebauet hat, einſtimmig 
das Urtheil, daß fie als für ſich einleuchtende Grundſaͤtze 
zugeſtanden werden muͤſſen: alſo bleibt es fuͤr die Wiſſen⸗ 
ſchaft immer merkwuͤrdig, daß man den XIten Grund⸗ 
ſatz im rften Buche nicht fo einleuchtend als die uͤbrigen 
gefunden hat. Noch mehr muß es befremden, daß bey 
fo vielen Bemühungen, den Satz als fehrfaß zu beweiſen, 


noch keine völlig hat gelingen wollen, da man doch mit 


andern Unterſuchungen, die weit mehr Schwierigkeit zu 
haben ſcheinen, ſehr gluͤcklich zu Stande ä 
a > eil 
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Well ich ſelbſt ſehr viele Wege gefucht habe, um auf er 
nen Beweis zu kommen, der allein von ſolchen Grundfas 
tzen abhaͤngen ſollte, die man allgemein als fuͤr ſich ein⸗ 
leuchtende gelten laͤſſet, und weil ich dabey allemahl ge 
funden habe, daß immer eine nöthige Beſtimmung fehl 
man mag die Art zu ſchlieſſen, wie man will einleiten; 
ſo bin ich bis jetzt noch davon uͤberzeugt, daß man ſich 
entweder alle fernere Muͤhe erſparen koͤnne, einen Be⸗ 
weis zu ſuchen, der einen jeden befriediget, weil ſie na 
aller Wahrſcheinlichkeit vergeblich ſeyhn würde; oder da 
man ſuchen muͤſſe, der Sache auf dem Wege naͤher zu 
kommen, welchen ich in der kleinen oben angezeigten Schrift 
betreten habe. Hätte Euklides auf dieſe oder eine aͤhnli⸗ 
che Art die Gründe zu dem Beweiſe vorbereitet; hatte er 
die Begriffe von dem, was Lage einer graden Linie in ei⸗ 
ner Ebene, und was Identitat oder Verſchiedenheit der 
Lage mehrerer graden Knien in einer Ebene ſey, zum vor⸗ 
aus in der Form von Erklaͤrungen oder Grundſaͤtzen bey⸗ 
gebracht: ſo wuͤrden wir, wie es mir ſehr a 
vorkommt, jetzt alles fo. evident finden, als den uͤbrigen 
Vortrag beym Euklides. Man wuͤrde ſich gleich bey den 
erſten Uebungen in den Anfangsgruͤnden an dieſe Begriffe 
gewoͤhnen, und weiter keinen Anſtoß dabey finden. 


16. H. 

Bey einer ſolchen Unter ſuchung, wovon hier die Re⸗ 
de iſt, kommt es oft nicht ſo ſehr auf die Saͤtze ſelbſt, als 
vielmehr auf die Ordnung an, in welcher man ſie zuſam⸗ 
menfteller. In einer andern Verbindung koͤnnen fie viel⸗ 
leicht in einem ganz andern Sichte erſcheinen, wenn bey 
dem erſten Verſuch noch nicht die beſte Verbindung ge⸗ 
troffen iſt. Auſſerdem kommt auch vieles auf die gewaͤhl⸗ 
ten Ausdruͤcke an. Wenn dieſe nicht fo getroffen find, 
daß wenigſtens der gröfte Theil ſachkundiger Sefer mit den 
Ausdrucken eben die Begriffe verbindet, die der Schrift⸗ 
Q. N Ss ſteller 


S 


zd Vas den, Dapallgllinien, 
ſteller damit verbunden hat; ſo iſt die Zuſtimmung des le; 


fers nicht zu erwarten. Ich will alſs verſuchen, theils 


noch den Ausdruck etwas zu verändern, fo wie es mir nun 
der Sache am gemaͤßeſten zu ſeyn ſcheinet, theils auch 


die Saͤtze, welche ich in meinem erſten Verſuch zum Grun⸗ 


je geleget hatte, in eine vielleicht noch beſſere Verbindung 


zu bringen. Nur muß es mir erlaubt ſeyn, mit Archi: 


medes zu ſagen: Negev de run. Von der Lage der 
graden Linien und von Identitat oder Verſchiedenheit ib: 


ker Sage iſt die Rede, nicht von Vergleichung ihrer Groͤſ⸗ 


fe: alſo muß die Sache auf die einfachſten Vorſtellungelt 
von dem zuruͤck geführer werden, was das heiſſe, eine 
grade Linie habe dieſe oder jene lage. logiſche Erklaͤrun⸗ 
gen von ſo ſehr einfachen Begriffen, die noch uͤberdem 
eben ſo gut als die Begriffe von Raum und Ausdehnung 
ſinnliche Begriffe find, kann man nicht fodern: nur aus 
der Art, wie wir ſonſt zu urtheilen gewohnt ſind, wenn 
von Uebereinſtimmung oder Verſchiedenheit der Lage gra⸗ 
der linien die Rede iſt, kann man das abſtrahiren, wor⸗ 
auf wir unſer Urtheil in ſolchen Gallen gründen, wenn 
es zur Frage kommt, ob grade linien in einer Ebene eine 
uͤbereinſtimmige oder verſchiedene Sage haben. Saͤtze, wel; 
che das auf eine leichtfaßliche Art ausdrucken, koͤnnen hier 
als Grundſaͤtze gelten. 2 : 3 


Entwurf einer Theorie von den Parallellinien. 
i N 17. 9. Fie lg: a 
Wenn man ſich allein an das einzige Merkmal 
des Zufammeniaufens oder Nichtzuſammenlaufens, des 
Schneidens oder Nichtſchneidens, zweyer grader knien in 
einer Ebene halten will; fo kann man wenigſtens die nach⸗ 
ſtehenden völlig einleuchtenden Kennzeichen der nicht pa⸗ 


rallelen lage feſtſetzen. 


II. Von den Parallellinien. 131 


1) Wenn zwey Punecte C, D, mit der graden Linie 1. 
AB in einerley Ebene befindlich find, C aber an der einen dis. 
und D an der andern Seite von 4” fiegt, fo leidet es kei⸗ 
nen Zweifel, daß AB von der graden Linie, welche C und 
D verbindet, werde geſchnitten werden. ‘ = 

2) Auch jede grade linie, die durch einen Punct D iy, 
innerhalb der Graͤnzen einer ebenen gradlinichten Figur dig. 
ACE lauft, ſchneidet den Umfang dieſer Figur wenig: 
ſtens in zweenen Puncten. Wenn alſo die Figur ein 
gradlinichtes Dreyeck iſt, und die durch D gezogene grade 
linie auch durch die Spitze C eines Winkels lauft, fo 
ſchneldet fie verlängert gewiß die gegenuͤberſtehende Geiz 
te AE. 

3) Wenn nun die Summe der Winkel CAB 
ACD Sa R iſt; fo kommt alles darauf an, ob aus der 
gegebenen Seite A0 und dem anliegenden Winkel CAB 
ein Dreyeck ſo gezeichnet werden koͤnne, daß der andre 
anliegende Winkel, deſſen Spitze C werden muß, eben 
fo groß oder noch gröffer als ACD werde. In beyden Faͤl⸗ 
len bleibt kein Zweifel uͤbrig, daß AB und CD verlängert 
einander ſchneiden muͤſſen. 


18. F. a 
Soviel weiß man, daß grade Linlen in einer Ebene 
nicht parallel ſind, wenn ſich nur ein Bunte angeben laßt, 
der in beyden zugleich liegt, nicht mehrere. Wenn fer⸗ 
ner parallele linien von völlig zuſammenfallenden unter 
ſchieden ſeyn ſollen; fo muß es in der Ebene gar keinen 
Punct geben, der in beyden zugleich liegt. Durch einen 10. 
gegebenen Punct E allein koͤnnen alſo mehrere nicht pa; Se 
rallele grade linien laufen, und man kann nicht wiſſen, 
von welcher unter dleſen mehrern die Rede ſey, wofern 
nicht auſſer E noch ein Putiet B gegeben wird. Nun 
kann man ſagen, es fey die grade Linie gemeint, welche 
ſich von E nach B erſtreckt, die in der Richtung von E 
Sa nach 


Fig. 


10 


Fig. 
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nach Bfiegt. Kurz: nun iſt die Lage der graden Sinie 
EB gegeben (Kaͤſtners Anfangsgr. 1 Th. Geom. 1 Fode⸗ 
rung, 169 S. der 3. Aufl.) 


19. % 
Von der graden Linie koͤnnen wir kein andres eigen: 


thuͤmliches Merkmahl angeben, als daß alle ihre Puncte 


nach einer Gegend zu liegen, (a. a. O. Geom. 6. Erkl. 
162. S.) Wenn alſo auch F in EB liegt, fo liegen B 
und F von E aus nach einer Gegend, oder die Lage EB 
iſt mit der Lage EF eine und eben dieſelbe; EB, EE, lie⸗ 
gen von A aus in einerley Richtung. Jeder Theil einer 
graden linie erſtreckt ſich alfo vom Anfangspunct aus mit 
der ganzen nach einerley Richtung, und die Lage einer 
graden Linie, die man durch E ziehen ſoll, iſt gegeben, 
wenn auſſer E noch ein Punet gegeben iſt, durch welchen 
die grade linie fortgezogen werden fol. Wofern zugleich 
E der Anfangs⸗ und B der Endpunct ſeyn ſoll; fo iſt gus 
gleich ihre Groͤſſe gegeben. 
20. . 

Wenn der Punct D nicht in EB liegt, ſo erſtreckt 
ſich ED nicht mit EB nach einerley Richtung, oder ED 
liegt in einer von EB verſchiedenen Richtung. Zwey 
nicht parallele Linien erſtrecken ſich alſo von ihrem Durch: 
ſchnittspunet aus nach verſchiedenen Richtungen. Die 
lage ED iſt zwar eben fo, wie die Sage EB gegeben, weil 
aber D nicht in EB liegt, fo iff die lage ED von der Lage EB 
verſchieden. Bey einiger Aufmerkſamkeit auf das, was 
man in Gedanken hat, wenn die Redensart gebraucht 
wird, eine grade Linie habe dieſe oder jene Lage, wird 
man ſinden, daß man allemahl wenigſtens an einen 
Punct, als an einen gegebenen oder ſonſt bekannten 
Punct denken muͤſſe, und daß man ſich die mehrern mög: 
lichen Sagen um dieſen Punct herum vorſtelle. Wird 

das 
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das Wort Richtung gebraucht, ſo hat man einen Punet 
in Gedanken, wo die Richtung anfangen, und einen an⸗ 
dern, wohin ſie ſich erſtrecken ſoll. Die Stelle fuͤr den 
Punct, wo die Richtung anfangen ſoll, denkt man ſich 
ebenfalls als gegeben, oder ſonſt bekannt; die Stelle des 
andern Punets, wohin ſich die Richtung erſtrecken ſoll, 
bleibt in ſoweit unbeſtimmt, in wie weit es ganz gleich⸗ 
guͤltig iſt, ob dieſe dem Anfang der Richtung nahe, oder 
vielleicht ſehr weit davon entfernt ſey. 


21. F. 


Wenn AEF eine grade linie iſt, fo iſt es nicht unge ro. 

woͤhnlich zu ſagen, die Lage EA fen der Lage EF entge⸗ vn 5 
gen geſetzt; es ſcheint aber, daß man richtiger ſagen muͤ⸗ 
ſte: EA und EF erſtrecken fi von E aus nach entge⸗ 
gen geſetzten Richtungen. Die Lage AF iſt ſchon gege⸗ 
ben, wenn auſſer E noch ein Punet B gegeben iſt, B mag 
ſeine Stelle haben wo man will: die Richtung EB aber 
haͤngt davon ab, ob B an der einen oder an der andern 
Seite von A zur Rechten oder zur Linken befindlich ſeyn 

ſoll. Die Richtung von E nach A iſt der Richtung von 
E nach Boentgegen geſetzt. Weil uͤbrigens eine grade St: 
nie ED mit einer andern AF, welche ſie in E ſchneidet, 
an jeder Seite zwey Mebenwinkel macht, ſo iſt es noͤthig, 
auch dieſe zu unterſcheiden, wenn vom Abweichungswin⸗ 
kel die Rede iſt. Der Richtung ED Abweichungswinkel 
von EF ijt FED: aber der Mebenwinkel AED iſt der Ab⸗ 
weichungswinkel derſelben Richtung ED von EA, die der 
Richtung EF entgegen geſetzt if. Man kann vom Ab⸗ 
weichungswinkel der einen Richtung CD von einer andern 
AF reden, wenn gleich dieſe Richtungen von zweenen ver⸗ 
ſchiedenen Puncten C, A, fortlaufen. Wofern nur die⸗ 
fe Richtungen gehörig verlängert einander in E ſchneiden; 
fo iſt FED der Richtung CD Abweichungswinkel von der 
Richtung AF; auch iſt GCD der Richtung CD Abwei⸗ 
f 22 chungs⸗ 


1 
Sig 
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chungswinkel von der Richtung HG, wenn Sende einan⸗ 
der in C ſchneiden. 


PER 6. 

Die Griffe einer graden linie wird entweder un⸗ 
mittelbar dadurch gegeben, daß ihr Anfangs- und End⸗ 
punct gegeben wird, oder durch ihr Verhaͤltniß gegen eine 
andre grade unie von bekannter Groͤſſe. Eben fo kann 
auch die Lage oder Richtung einer graden Linie entweder 
unmittelbar gegeben ſeyn, wenn auſſer dem Punet, wo 
die Ri che tung anfängt, ein andrer gegeben wird, wohin 
fie ſich erſtrecken foll, oder durch ihren Abweichungs winkel 
von der ſchon bekannten Lage oder Richtung einer andern 
graden ente Jede grade linie nemlich, die durch A und ei⸗ 
nen andern Punct C laͤuft, der nicht in AB liegt, ſchlißt 
mit AB einen Winkel BAC ein. Wenn alſo die Lage oder 
Richtung AB ein für allemahl als gegeben angenommen 
wird; fo ift es einerley, ob auſſer A noch der Punct C, 
eher anſtatt des letztern der Winkel BAC gegeben wird, 
In beyden Fallen iſt die lage AC oder DC (19. §.) beſtimmt, 
und BAC iff der Abweichungswinkel der graden kinie AC 
von der Sage AB. Durch A kann nun keine von AC ver: 
ſchiedene grade linie unter eben dem Abweichungswinkel 
gezogen werden, weil gleiche Winkel in einander paſſen. 
Umgekehrt alſo, wenn die tage AC mit dem Abweichungs⸗ 
9 CAB gegeben iſt, ip iſt zugleich die lage AB ge⸗ 
geben. 


1. Zuſatz. 


Man kann oft den Abweichungswinkel der einen 
Richtung AE von der andern DH angeben, wenn gleich 
dieſe Richtungen von zweenen verſchtedenen Puncten A 
und D aus fortlaufen. Wofern nur dieſe Richtungen 
gehörig verlängert einander in & ſchneiden; ſo iſt HGE 
der Richtung AE Abweichungswinkel von der Rigas 

; 7 H 
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pH! auch ift FGE det a AE Abweichungswinkel 
von der Richtung FIG, wenn bende’ ein nander e 


e 2 üs. sach 
lade anten Fa, HD, bie von zweenen wei 
Serpe’ Puncten B, EL, aus ‘fos fortlaufen, daß fie ver⸗ 
laͤngert! einander ſchneiden „haben nicht einerley Lage, 
oder ſie erſtrecken ſich nicht nach einerley Richtung. (20. 
9.) Wenn alſo zwey grade knien von zwehyen verſchiede⸗ 
nen Puncten aus ſich nach einerley ze: Fe 
Ane fie e a tae 7 5 
Int NSIS 955 | 
sn — W. nn 9 23.9 H. 3037 
1 5 Spin dreh nicht in grader Ani gebe Puncte 12. 
A, D, G, in einer Ebene gegeben ſind; ſo kann man 816, 
durch den einen A allemahl eine grade Linte ziehen, de⸗ 
ren Lage oder Richtung mit der Lage einerley iſt, wel⸗ 
che ee die bepden andern Puncte 5 bog: G baat 
Wird RUS eier (ha 
Beweis. Wenn die Stelle sia Parts gege⸗ 
ben iſt, durch welchen mehr grade Linien in der Ebene 
ADGuin mehrern verſchiedenen Lagen laufen; ſo mag 
hiernachtt, auch der Punct D in derſelben 1 wo daß 
will, gegeben ſeyn; es aſt allemahl völig ein cuchtend, da 
man durch D wenigſtens eine grade Linie hen finne, die 
fic) von D aus mit einer von den durch A 9 0 55 gra⸗ 
ben fi finien völlig, 15 erley Richtung erſtreckt. Es iſt 
die grade linie durch B und Ar * 105 ~§.) welche uͤber A 
biugus nach € ſoweit ih will vekl ngert werden kann. 

1 num Gelen D D gegeben ift, ſo iſt der Abweichungs⸗ 
win egeben; 15 0 demnach CAB— ADG ges 
macht 17 5 1 if die lage AB völlig fo beſtimmt; als 
wenn auſſer A noch ein Punct B gegeben ware. Zell 
nun AB und DG von einer und eben derſelben gegebenen 

3 4 sage 
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$age DC um gleiche Winkel CAB, CDG, When i 
haben fie in der Ebene 25 einerleg lage. 


24. b. 

Zwey grade linien DG, DF, die von einerley Punct 
D alis nach einerley Richtung, oder in einerley lage fort⸗ 
laufen, fallen vollig zuſammen; alſo haben fie nicht al⸗ 
lein einerley Lage, ſondern auch einerley Stelle Da⸗ 
gegen koͤnnen zwey grade finiert von zweyen verſchiedenen 
Puncten aus in einer Ebene ſich nach einerley Richtung 
erſtrecken, oder in einerley Lage laufen, ob fie gleich nicht 
einerley Stelle in der Ebene haben. Wenn zwey Pun⸗ 
te A und B gegeben werden, wodurch eine grade Knie 
laufen ſoll, fo iſt beydes ihre Säge und ihre Stelle gege⸗ 
ben. Dagegen iſt nicht zugleich nothwendig ihre Stelle 
gegeben, wenn the Lage gegeben iſt. Ware nur dieſe 
allein durch die Puncte D und G in einer bekaunten Ebe⸗ 
tie gegeben, ſo kann man durch jeden andern nicht in PG 
liegenden Punct in derſelben Ebene eine grade Linie zie⸗ 
hen, die fic) mit DG nach einerley seins Feet) 

oder mit * einerley Sage hat. 


n ig 5 

weh grade Anien AL, DF, erſtrecken ſch b. von 

den Puncten A und D aus nach verſchiedenen Rich⸗ 
tungen, wenn ihre Abweichungewinkel von der Lage 

AD ungleich ſind. 

Beweis. Wenn die Winkel CAL, CDF, un 
gleich find, und CAB = CDF iſt, fo find auch CAL, 
CAB ungleiche Winkel, und die tage oder Richtung Al. 
iſt mit der Sage AB gewiß nicht einerley. (20. §.) Aber 
die Lage AB iſt mit der lage DF einerley: (23. f.) alfo iſt 


die Lage oder Wee AL auch mit der Lage DF nicht ei⸗ 
nerley. 


. 1. Zu⸗ 
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1. Zuſatz. 

Wenn AB, DF, ſich von A und D aus nach einer⸗ 
ley Richtung erſtrecken „ und. alsdenn durch A und einen 
Punet G in DF.die grade Linie EN gezogen wird, fo 
ſind auch die Abweichungswinkel EAB, EGF, von der 
Sage GE gleich groß. Denn widrigenfals waͤre die Lage 
oder Richtung AB nicht mit der Sage GF einerley, folg⸗ 
lich auch 3 mit 2 Lage DF 079. $.) 


% Zuf aß. 

Zwey von einander verſchiedene grade Knien erſtre⸗ 
cken ſich alſo von ztweyen Puncten A und D aus in einer⸗ 
ley Ebene nur alsdenn nach einerley Richtung, oder zwey 
grade linien laufen durch A und D nur alsdenn in ei⸗ 
nerley Lage, wenn fie von der Lage AD um gleiche uͤber⸗ 
einſtimmig liegende Winkel CAB, SF abweichen. 


3. Zuſatz. 
Wenn von den Puncten A und D aus zwo grade 
Linien AL, DE ſich nach verſchiedenen Richtungen erſtre⸗ 
cken, alſo bende nicht einerſey lage haben, fo find ihre 
Abw zichungswinkel CAL, CDF, von der lage DA un⸗ 
gleich: denn widrigenfalls hätten AL, DF, e Lage. 
623.9.) ar 
) 26. . 

Wenn beyde Schenkel eines gradlinichten Win⸗ 
kels MAN von einer graden Linie HF in D und G ge 
ſchnitten werden, ſo iſt die Differenz der uͤbereinſtim⸗ 
mig liegenden Abweichungswinkel FPGA, FDA beyder 
Schenkel von der Lage HF dem Winkel MAN gleich. 

Beweis. Der äuſſere Abweichungswinkel FGA 
iſt groͤſſer, als der innere FDA. Denn eine grade Linie 
Gk, die von & aus mit DA nach einerley Richtung laͤuft, 

A kann 
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kann DA nicht ſchneiden (22. F. 2 Zuſ), alſo kann GK 
nicht zwiſchen GA und GD fallen (1. Kenn fle muß 
vielmehr zwiſchen GE und Ga ihre Stelle erhalten: als⸗ 
denn iſt AGK = FGA = PGK, Ferner iſt PGK = 
FDA, (25 §. 2a alſo AGK = FGA - FDA. Ue⸗ 
berdem iſt die age AC mit DO woͤllig einerley, (19. GD 
alſo er ſtrecken ſich auch Gk und AC von G und A aus 
nach einerley Richtung; darum iſt AGK EAC, (3 5.0. 
2. Zuſ⸗) alſo EAC oder sr ae = ERG rs + EDA, 


13, Der auſpere a Yen . 15 ie nach D 

Wa 1 plate RE rad Re ine 
ABC mit der Ai den Set ¢ CA ein ſchlieſſet, at 
der Summe der beyden innern Winkel bey 
und B gleich: innere Winkel im Dreh eck Fi 
zuſammen 9 n find” der Summe zweher rechten 


One gieic). 
Beweis. 1) Es H BACZACD-— ABC, (26. 


§ öde ACD BAN 4 ABC. 8 ACBSS 
2 R, alſo auch . Pen ACB D R. 112 


891 41 dein 380 
| 3 it fi a 6. 3 
> aaa AC 0 alſo das Dreyeck dik ect 
: ih, „und einer von den gleichen Schenkeln nach B verlaͤn⸗ 
gert wird; fo iſt der duffere Winkel an der Spitze C dop⸗ 
pelt ſo groß, als jeder von den Winkeln au der Grund⸗ 
linie bey A und B: oder jeder von diefen 3 keln an der 
Gran it both Ie Dur als der Pl 19 0 an 
der Spitze c. 
Daa oe . Wünerkünz 


er ee der Beweis Bee chat ſtehet Aue dem 0 5 
gen d ortrage, ſo weit derſelbe die Lage und Richtung 


grader Linien in einer Ebene betrift, in der genqueſten 
Ver⸗ 


2 
— 7 


ae | 
100 45 


ins licht ſetzen. er 
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Verbindung. Es iſt ſonſt dieſer Beweis mit dem vollig 
einerley, welchen Euklides im 1 Buch 32 Satz vortraͤgt: 
nur ziehet er CE mit BA parallel, ich ziehe CE mit BA 
nach einerley Richtung oder in einerley Lage. Alles 
kommt darauf an, die Richtigkeit der Folge zu beweiſen, 
wenn DCE = CBA gemacht wird; daß alsdenn zugleich 
ECA CAB fey. Sonſt fehlt allemahl eine Beſtimmung, 
wenn man verſuchen will, dieſe Folge unabhaͤngig vom 
XI. Grundſatz Euklids zu beweiſen: mein Verfahren lets 
tet dagegen ganz ungemein leicht, und gleichſam von ſelbſt 
auf dieſe Folge, und iſt wie es mir ſcheint eine eigentli⸗ 
che Ergaͤnzung des Euklideiſchen Syſtems. Soviel ich 
finden kann leuchtet es aus dem ganzen Vortrage von 
19. bis 25. § genug hervor, daß der Begriff der graden 
Linie überall; zum Grunde liege, und alles ſo beſtimmt 
fen, wie es der graden linie eigen iſt. Der Sprachge⸗ 
brauch laßt ſich vielleicht nach und nach noch beſtimmter 
feſtſetzen, wie ich im 20. F. ſchon zu erkennen gegeben ha⸗ 
be, und das wird zugleich die Sache ſelbſt immer mehr 


e — Anmerkung. N 3 — 99 3 
Wenn man in der 12 Fig. ADP = DAG CAE 
macht, frit fü ſich klar, daß kor = FDA E 
fey. Aber Gk und AE, ſind einerlen grade Hintey: AF 
und DP erſtrecken ſich von A und D aus nach einerley 
Richtung, alſo auch GE und D von G und Daus, bär 


um iſt FGA g= FDP, alſo auch FGA== FDA DAG, 


oder FGA iſt die Summe der entgegen geſetzten Abwei⸗ 
chungswinkel ADG, CAE yon ber lage MC, (Man 
vergleiche die zweyte Ausgabe meines Auszuges aus den 


ee Po an der Math. Wiſſ Geom. 53:54 
F. 70. S. Wenn vielleicht der dortige Vortrag noch zu 


kurz und nicht einleuchtend genug ſcheinen moͤchte; fo kann 


er leicht aus dem bieherigen Vortrage ergänzt werden. 


3 An⸗ 
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3. Anmerkung. 
Wenn man OB durch A fo ziehet, daß CAB ADG 


wird, und die Theorie von den Parallellinien vorher noch 


nicht bewieſen iſt; ſo fehlt der Beweis, daß EAO— AGD 
werde. Macht man CAB. = ADG und EAO= AGD, 
fo fehlt der Beweis, daß AB, AO, in grader linie liegen, 
weil man letzteres ſonſt nur daraus ſchließt, wenn man 
aus andern Gruͤnden weiß, daß BAC CAE TEAO 
2 R ſey. Nun hat man noch ein eben fo ſicheres Kenne 
zeichen davon, daß BAO eine grade linie fey, wenn 
CAB = ADG, EAO==AGD iſt. Denn AB und DF 
laufen aus A und D nach einerley Richtung, ſo wie A0 


und GD von A und G aus ſich nach einerley Richtung er⸗ 


ſtrecken. Weil nun DG und GD einander in einerley 


rq. 
Sig. 


14. 
Fig. 


Richtung entgegen geſetzt finds fo find es auch AB und 
A0. Wenn alſo CAB== ADG und EAO== AGD ge 


macht ift, fo liegt AO mit AB in grader Linie: alſo iſt 
BAC+CAE--EAO= 2R, mithin auch ADG+ DAG 
-+-AGD= 2R, 8 


i 


28.8. R 
Grade Linien, die in einerley Ebene einerley Las 
ge haben, find parallele Linen. 

Beweis Wenn AB, Cb einerley lage haben, 
fo kann man G in AB, H in CD nehmen, und EF durch 
G und H ziehen, fo erſtrecken fie) beyde von G und H 
aus nicht allein gegen B und D, ſondern auch gegen A und 


© zu nach einerley Richtung: demnach koͤnnen AB und 


D einander nicht ſchueiden, oder AB und CD find pa⸗ 


rarallel. (22. $. 2. Zuſ.) ~ 


29. §. 
Von den beyden uͤbereinſtimmig liegenden Winkeln 
EGB, EHD, unter welchen zwey grade linien GB, HD, 


an einer Seite von der dritten GH abweichen, werde ich 


wie gewöhnlich den einen EGB den aͤuſſern, und den an⸗ 
g f 2 dern 
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dern EHD den innern nennen: auch follen EHD und 
AGF die Wechſelswinkel heiffen. Die Winkel EHD 
und BGF konnen alle bende innere heiſſen: zu BGF ge: 
hört alsdenn der aͤuſſere Winkel DH F. 


1. Zuſatz. 
Wenn man von den dreyen Vorausſetzungen, 

1. daß der aͤuſſere Winkel EGB dem innern EHD 
gleich ſey, i 
2. daß ein Wechſelswinkel EHD, dem andern AGF 

gleich fen, 

3. daß bende innere Winkel EHD und BGF zuſammen 

zwey rechte Winkel ausmachen. 

eine als wahr annimmt, ſo folgen daraus von ſelbſt die 
uͤbrigen beyden. Auch iſt es gleichguͤltig, ob man bey der 
dritten Vorausſetzung beyde innere Winkel an der einen 
oder der andern Seite von EF verſteht. Wenn beyder 
Summe an der einen Seite zwey rechte Winkel ausmacht, 
ſo iſt die Summe der beyden innern Winkel an der andern 
Seite eben ſo groß. Die Beweiſe hievon ſind leicht und 
bekannt, 


2. Zuſatz. ö 
Wenn demnach zwo grade Linien AB, CD, in ei⸗ 

nerley Ebene einerley tage haben, und mit einer dritten 
EF in G und H geſchnitten werden; ſo iſt nicht allein jes 
der aͤuſſere dem ‚zugehörigen innern Winkel gleich (25. $. 
2. Zuſ.), ſondern auch bende Wechſelswinkel find gleich 
groß, und die Summe der beyden innern Winkel an 
oe hi von EF iſt zweenen rechten Winkeln gleich. 
1. Zuf. f 


BO ihe 
Werden dagegen zwo gerade Knien KL und CD, die 14. 
in einerley Ebene nicht einerley Lage haben, mit einer 3% 
drit⸗ 


1. 
Fig. 
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dritten EF in G und U geſchnitten; fo iſt auf der einen 
Seite der aͤuſſere Winkel gröffer, auf der andern Seite 
kleiner, als der gegenüberſtehende innere: auch iſt auf 
der Seite, wo der aͤuſſere Winkel den innern uͤbertrift, 
die Summe der beyden innern Winkel kleiner, an der 
andern Seite aber groͤßer, als zwey rechte Winkel. : 
Beweis Der aͤuſſere Winkel EGL tft nun dem 
egenuͤberſteßenden innern EHD ungleich 2 5. H. 3. Zuf.) 
Ferner iſt allemahl EGL+EGK=EHD LEHC=aR: 
wenn alſo EGL EHD iſt, fo iſt dagegen EGK EHC, 


und umgekehrt. Es ſey alſo EGL>EHD, fo iſt 


EHD--LGF<EGL-+LGF, folglich EHD--LGF< 
2 K. Ueherdem ift alsdenn EGK<EHC, alfo EHC 
KGE>EGK-+KGF, oder EHCH«KGF>2R, 


g { 3 Is §. 
Winkel GHD gegeben find; fo kann man aus beyden 
ein ſolches Dreyeck verzeichnen, worinn der Winkel, 
welcher der gegebenen Seite GH gegenüber ſteht, klei⸗ 
ner iſt, als jeder gegebene Winkel. 

Beweis. In demjenigen Schenkel HD des gege⸗ 
benen Winkels, deſſen Lange nicht beſtimmt iſt, nehme 
man einen Punet M wo man will an, und ziehe GM; 
man nehme hiernaͤchſt MN = MG und ziehe GN, fo iſt 
GNH=3GMH (27. F. Zuſ.) Man nehme aufs neue 
NO N, und ziehe GO, fo iſt GON=3GNH, al: 


ſe GON = GH. Weiter nehme man OP OG, 
4 a 2° n ie = 
und ziehe GP, fo it GEH=ZGOH, alſo GPH 


1 2% . ee 
Gli. Fahrt man fo fort, fo witd jedesmal der 


2 
Winkel an der Spitze im folgenden Dreyeck halb ſo groß, 
als er im vorigen wat, mithin wird er nach nmaliger 
ie⸗ 


Wenn eine Seitenlinie GH und ein anliegender 


ai) er 1343 


Wicderhelung sft Berens = = un; J die 
f = 


Bait 20 aber kann io. groß weben, ek — GM fi 


Her wird, als edel Winkel, ber ſich Klee, laͤßt, er 1 
fo klein als er e Gutlivs > Au 1. Set. pa 


ee i Anmerkung. 


— en ber Sab W dieſer Beweis berübet, ne 
gate allexerſt im X. Buch vorkommt, wird hoffentlich 
keinen Anſtoß W denn der Satz haͤtte eben fo 
gut im L Buch unter den Grundſaͤtzen ſtehen konnen. 
Wenn A >B iſt, fo kann man Bü ſovielmahl zu ſich ſelbſt 
addiren, oder welches einerley iſt „man kann B mit einer 
fp groſſen ganzen Zahl n multipliciren, daß u BSA: wird: 


1 
alsdenn iſt umgekehrt wate ASP. Wer einwenden woll⸗ 


ey, daß der Saß nicht eh ſondern arithmetiſch 
a weil die egeiffe, vom Addiren oder Multiplieiren da⸗ 
bh zum 1 aNa der wurde wegen eben der Urſa⸗ 

che auch Eee 5. 6.7 rundſ. im i, 1 05 
nicht ü in der Cie smectic a nähen. a ann l 


32. Ske 

> Bes grade Pinion CD, Kt, die in einerley Ebene 
nicht einerley Lage haben, alſo von einer dritten ER, 
welche beyde ſchneidet, unter ungleichen Winkeln ab⸗ 
weichen, ſchneiden einander ſelbſt, wenn man ſie nach 
der Oe binwerlängert, wo die Summe der innern 
ne EHD+ LGF weniger als zwey rechte Winkel 

ausmacht. 

Beweis. Die treet Winkel, deren Summe 

GER fr ; an der Seite, wo ber fin geil 


Peete 
| 
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EGL gröſſer iff, als der innere gegenüber ſtehende EHD 
(30. .) Es fen alſo EGL>EHD, und man mache 
EGB=EHD, fo haben AB und CD einerley fage (24. 
$), und es iff BHD4BGF= 2R (29. b. 2. Zuf.) 
Weil nun EIID LGF <aR iſt, fo iſt EHD -+LGF 
<EHD--BGF, und LGF <BGF:. mithin liegt GL 
zwiſchen den Schenkeln des Winkels BGF, und BGI. 
BGF — LGF iſt ein gegebener Winkel. Man nehme 
GH und den anliegenden Winkel GHD als gegebene Stü⸗ 
cke an, und zeichne über GH ein Dreyeck, worin der 
Winkel GPH der Seite GH gegenüber kleiner als PGL 
ift (3 1. F.), fo iſt uͤberdem GPH = BGP (29, §. 2. Zuſ.), 
alſo BGP<BGL. Es iſt aber HGP+BGP=LGF-+ 
BGL, alſo nun HGP>LGF: mithin liegt GL zwiſchen 
den Schenkeln des Winkels HGP in der Fläche des Drey⸗ 
eb GHP, und GL verlängert Kane HD, (17. §. 


n. 20 
1. Zuſatz. 8 
Parallele Linien haben in einerley Ebene einerley 
Lage. Denn parallele Knien liegen in einerley Ebene fo, 
daß. fie nicht zuſammen laufen und einander ſchneiden fin 
nen; hätten fie aber nicht einerley Sage, fo würden fie verlän: 
gert einander ſchneiden, welches jenem widerſpricht. 


2. Zuſatz. 

Wenn demnach zwo parallele Knien von einer drit⸗ 
ten durchſchnitten werden; fo find nicht allein der Auffere 
und innere Winkel gleich groß „ſondern auch beyde Wech⸗ 
ſelswinkel, und die Summe der beyden innern Winkel an 
jeder Seite der ſchneidenden linie iſt en; en Win 
keln gleich. (29. $ 2. Zuſ.) 

Anmerkung. 


= Wenn irgend eine andre mir bekannt gewordene Aer, 
das zu ergaͤnzen, was der Theorie von den Parallellinien 
beym 
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beym Euklides fehlt, mich beſſer befriedigte, als mein 
Verſuch, beſonders wie ich ihn hier vorgetragen habe, ſo 
wuͤrde ich die zur Entwerfung dieſes Aufſatzes noͤthig ge 
weſene Zeit weit lieber auf andre Unterſuchungen ver⸗ 
wandt haben. Ich wuͤrde ſehr gern dem, was mir mehr 
einleuchtend ſchiene, meinen Beyfall oͤffentlich geben, und 
alle anderweitige Bemühungen widerrathen. Ich bin ſehr 
davon uͤberzeugt, daß einer Wiſſenſchaft ſchlecht damit 
gedient fen, wenn man unaufhoͤrlich dem, was andre ges 
leiſtet haben, nur Zweifel und Einwendungen entgegen 
ſetzet: mir macht es eben ſo viel Vergnuͤgen, wenn ich 
darauf weiter fortbauen, das vielleicht noch fehlende er—⸗ 
ganzen, oder das Ganze in einem noch beſſern lichte dare 
ſtellen kann. 


Andre neuere Bemuͤhungen, die Theorie von 
den Parallellinien zu ergaͤnzen. 


33. $ 

Unter den zur Lehre von den Parallellinien gehörte 
gen Sätzen giebt es mehrere die ſich als ſehr leichte Folgen 
hervorgeben, wenn Euklids XI. Grundſatz entweder als 
erwieſen oder als fuͤr ſich evident angenommen wird: zum 
Theil find diefe Saͤtze dem Verſtande auch ohne Beweis 
wenigſtens eben fo leicht faßlich, als jener XI. Grundſatz 
beym Euklides. Zwey grade linien, die mit einer dritten 
parallel laufen, ſind unter einander ſelbſt parallel. Durch 
einen und eben denſelben Bunce kann man nicht zwey 
verſchiedene grade Linien mit einer und eben derſelben 
dritten parallel ziehen. Dieſe und dergleichen Saͤtze mehr, 
die beym gewöhnlichen Vortrage als Schlußfolgen erſchei⸗ 
nen, koͤnnte man wenigſtens mit eben dem Rechte als 
Euklids Grundſatz ohne Beweis annehmen, und das 
übrige in umgekehrter oder wenigſtens etwas veränderter 
Ordnung daraus herleiten. 2 meinen ehemaligen 7555 

g wor 
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muͤhungen, das was man hier wuͤnſchet, zu leiſten, habe 
ich ſchon vor zwanzig und mehr Jahren allerley ſolche Ein⸗ 
leitungen verſucht, die nach der Zeit zum Theil als neue 
Beweisarten find angekuͤndiget worden. Eine Bemer: 
kung, worauf man bey dieſer Unterſuchung leicht verfällt, 
iſt dieſe, daß der Gab: an 
Grade Linien, die (in einerley Ebene wie ſich immer 
von ſelbſt verſtehet) mit einer dritten parallel laufen, 
find mit einander ſelbſt parallel, 

in dem einen Falle evident fey, wenn die dritte Verglei— 
chungsparallele, wie ſie kurz heiſſen kann, zwiſchen den 
beyden andern liegt: das verleitet natuͤrlich zu dem Ver⸗ 
ſuch, auch fuͤr den andern Fall einen Beweis zu finden, 
wenn die Vergleichungsparallele nicht zwiſchen den beyden 
andern liegt. Ich habe mehr Zeit damit hingebracht, als 

mir lieb iſt, um auf einen ſolchen Beweis zu kommen; 

ich hatte aber die Sache laͤngſt aufgegeben, als ich im 

keipziger Magazin zur Naturkunde, Mathematik und 

Heconomie von 1781 im aten Stuͤck, 165. S. dieſen 

Satz als Lehrſatz und mit einem ſolchen Beweiſe verſehen 

antraf, den Herr Profeſſor Hindenburg unabhängig von 

Euklids XI. Grundſatze gefuͤhrt zu haben glaubte. Bey⸗ 

de ſchon oben angezeigte Faͤlle ſind richtig unterſchieden, 

und mit dem erſten Falle hat es feine ungezweifelte Nic): 

tigkeit: uͤber den Beweis für den zweyten Fall werden mir 

um deßwillen ein paar Bemerkungen erlaubt ſeyn, damit 

ich zeige, daß mein eigener Verſuch dadurch nicht uͤber⸗ 

fluͤſſig gemacht fen, den ich ſonſt gern aufgegeben hätte, 

wenn mich der Hindenburgiſche Beweis befriedigte. Ich 

muß aber den Beweis ganz herſetzen, damit nicht der Ver: 

dacht entſtehen konne, als wenn ich etwas weſentliches 

von dem möchte weggelaſſen haben, was zur Vollſtaͤndig⸗ 


keit des Beweiſes gehöre. 


34. §. 


7 
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34. F. 

„Geſetzt zwo grade knien AB, CD, wären auf den 15. 
Fall, daß ihre Vergleichsparallele EF nicht zwiſchen ſon⸗ dis. 
dern auſſer ihnen lage, nicht parallel; fo ziehe man durch 
einen willkuͤhrlichen Punct I in AB eine Parallele & mit 
CD, die folglich von AB verſchieden ſeyn wird. 

Weil alſo GH parallel mit CD (conftr.) und EF paz 
rallel mit CD (hyp.) fo iſt auch GH parallel mit EF 
“ten dem 1. Salle, weil CD zwiſchen GH und EF 
iegt) 

Aber CD iſt parallel mit EF (hyp.) alfo ware GH 
nicht parallel mit CD, (nach der Annahme im zweyten 
Falle im Anfange des Beweiſes, weil EF nicht zwi⸗ 
ſchen ſondern auſſerhalb GH und CD liegt.) Aber 
dieſe letzte Folge GH nicht parallel mit CD widerſpricht 
der Vorausſeßung GH parallel mit CD: es giebt alſo 
keine Gll die durch einen Punct in AB gezogen von 
Ah verſchieden ware; alſo tft AB ſelbſt parallel mit CD., 

Die Annahme im Anfange des Beweiſes kann nie⸗ 
mand, der ſonſt weiß, was ein indireeter oder apogogi⸗ 
ſcher Beweis iſt, anders als ſo verſtehen: 

Geſetzt einige Paare mit einer dritten, auſſerhalb 
des von ihnen begraͤnzten Raums liegenden, graden Knie 
EF parallele linien AB, CD, wären nicht parallel. 

Zu dieſem Oberſatze gehört nun im letzten Schluffe 
der Unterſatz: 

Aber CD und GH find ein ſolches Paar mit der 
dritten auſſerhalb des von ihnen begraͤnzten Raums lies 
genden EF parallele Linien. 

Weil aber der Oberſatz kein allgemeiner 8 iſt, ſo 
folgt daraus der Schlußſatz nich; 

Alſo find GH und = nicht parallel, 


5 
Soll der Oberſatz as ein allgemeiner Satz gelten, 

fo hat es zwar mit dem letzten Schluſſe feine gute Rich: 
K 2 tig⸗ 
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tigkeit und die Annahme im Aüfange des Beweiſes if 

nun der nachſtehende allgemein verneinende Gag: 

(5) Kein einziges Paar mit einer dritten auſſerhalb des 
von ihnen begraͤnzten Raums liegenden graden linie EF 

paralleler Linien AB, CD, iff felbft parallel. 

Die Falſchheit dieſes ganz allgemein ausgedruͤckten 
Satzes erhellet freylich ohne Umſtaͤnde gleich daraus, weil 
nicht allein vermöge des erſten Falles, wenn die Vergleichs⸗ 
parallele zwiſchen den beyden andern liegt, ſondern auch 
nach Euklids 31 Satze drey grade Linien einander parallel 
ſeyn koͤnnen: aber daraus folgt, wie es ſehr bekannt iſt, 
keinesweges die Wahrheit des allgemeinen dem vorigen 
ſonſt entgegen geſetzten Gages: 

(A) Ein jedes Paar mit einer dritten auſſerhalb des von 
ihnen begraͤnzten Raums liegenden graden linie EF paz 
ralleler finien AB, CD, iſt ſelbſt parallel. 

Der Saß iſt fall: NE 

Kein einziges Dreyeck ift gleichſchenklicht: 
aber folgt daraus die Wahrheit des nachſtehenden Satzes 

Ein jedes Dreyeck ift gleichſchenklicht? 

Wenn man die Falſchheit eines Satzes bewieſen hac, 
und man will daraus auf die nothwendige Wahrheit des 
entgegen geſetzten Satzes ſchlieſſen, ſo muß dieſer ein be⸗ 
ſondrer Satz ſeyn, wenn jener ein allgemeiner Satz war, 
und umgekehrt; beyde Säge muͤſſen eontradiktorie entge⸗ 

gen geſetzt ſeyn. Zwey allgemeine einander ſonſt entge⸗ 
gen geſetzte Bake, (propoſitiones contrarie oppoſitae) kön- 
nen alle bende falſch ſeyn. Das ſtehet in allen lehrbuͤchern 

der Vernunftlehre. g 


35. 6. 

Ich habe dieſe Gründe, weßwegen der Beweis mich 
nicht befriediget, dem Herrn Profeſſor Hindenburg gleich 
ſchriftlich mitgetheilt, nachdem das zweyte Stück des leip⸗ 
ziger Magazins im Druck erſchienen war: dadurch iſt der 

a zwey⸗ 


\ 
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zweyte Aufſatz im dritten Stuͤck des Magazins 342. u. f. 
S. veranlaſſet worden. Herr Profeſſor Hindenburg er⸗ 
Hare ſich in demfelben dahin, daß die Annahme im Anfan⸗ 
ge des Beweiſes allgemein zu verſtehen ſey, fo wie fie hier: 
im 35. $. ausgedruckt iſt; giebt auch zu, daß der Beweis 
wenn man die Annahme als einen allgemein verneinenden 
Satz zum Grunde lege, die ſonſt bekannte logiſche Form 
nicht habe, weil allerdings zwey allgemeine einander ent⸗ 
gegen geſetzte Saͤtze beyde falſch ſeyn koͤnnen. (353. 34. 
S. Anmerk. 2.) Allein nach ſeiner fernern Aeuſſerung 
ſoll man bey dieſem Beweiſe an die ſonſt bekannten logi⸗ 
ſchen Regeln nicht gebunden ſeyn. Denn es ſey fuͤr ſich 
klar, daß von den beyden allgemeinen hier im 35. $. mit 
(B) und (A) bezeichneten Saͤtzen der eine nothwendig wahr, 
der andre falſch ſeyn muͤſſe; es komme hier nicht auf die 
Form des Beweiſes, ſondern auf die Materie, daß heißt 
auf die Saͤtze ſelbſt an, und auf die Beſchaffenheit ihres 
Subjects und Praͤdieats. (a. a. O. 355. S. Anm. 5.) 
Aus der Natur der Sache ſelbſt erhelle es ſchon, daß von 
jenen beyden einander entgegen ſtehenden allgemeinen Gaz 
tzen (A) und (B) der eine nothwendig wahr, der andre 
falſch ſeyn muͤſſe, ſo wie es oft aus der Materie eines all⸗ 
gemein bejahenden Satzes erhelle, daß der umgekehrte 
Sak auch allgemein wahr fey, wenn gleich nach den logis 
i Regeln nur die Unfehrung per accidens erlaubt ſeyn 
wurde, \ 


37. F. 

Das alles und noch mehr von dem, was der Herr 
Prof. Hindenburg, um feine Meinung völlig ins licht zu 
ſetzen, noch weiter beyfuͤgt, haben ältere und neuere Leh⸗ 
rer der Vernunftlehre laͤngſt in ihren Schriften ſchon vor⸗ 
getragen; die Eintheilung der unmittelbaren Folgen und 
andrer Schlußarten in confequentias materiales und for, 
males iſt ſehr alt, und wird von jedem guten logiſchen 


K 3 Schrift⸗ 
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Schriftſteller mit aufgeführt. Daß ein beſonderer Satz, 

der aus einem allgemein bejahenden Satze nach der Con⸗ 
verſionsregel per accidens iſt gefolgert worden, oft allge⸗ 

mein wahr ſeyn konne, weiß jedermann. Wenn es aber 
erlaubt ſeyn foll, beym wiſſenſchaftlichen Vortrage davon 
als von einem allgemeinen Satze Gebrauch zu machen; 
ſo muß der Satz, von deſſen allgemeinen Richtigkeit man 
durch die Umkehrung allein nicht verſichert iſt, mit einen 
eigenen Beweiſe verſehen werden, und dazu hat man aufs 
ſer der vorigen wenigſtens noch eine andre Praͤmiſſe 
noͤthig. N 

Ich behalte das Beyſpiel, was auf der 356 Seite 
angeführt wird, es fey nicht allein der Satz wahr, 

„alle einander deckende grade Linien ſind gleich groß,, 
ſondern auch der umgekehrte, 
„alle gleich groſſe grade linien decken einander. „ 

Auf die Frage: warum ich von der Wahrheit des 
zweyten Satzes eben fo gut als von der Wahrheit des er⸗ 
ſten uͤberzeugt fen? antworte ich nach meiner Logik: 

meine Ueberzeugung gruͤnde ſich nicht darauf, weil der 

zweyte Satz durch eine Umkehrung aus dem erſten 

folge, ſondern darauf, weil ich aus andern Gruͤnden 

wiſſe, es ſey auch uͤberdem noch der Satz wahr: 
3 nicht dekende grade Linien ſind ungleich 
groß. 

Auf dieſen letzten Satz kann ich ferner die Conver⸗ 
ſionsregel per contrapolitionem, (M. ſ. oben den 5. H.) 
anwenden, ſo leitet dieſe auf die neue Schlußfolge: 

alle gleich groſſe grade Linien decken einander. 

Auf eben die Schlußfolge leitet auch die Regel von 
der Oppoſition. 

Mit dem Oberſatze: 

Alle einander nicht deckende grade linien find un: 
gleich groß, 

verbindet man den Unterſatz 
Ei⸗ 
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90 Einige gleich groſſe grade Knien decken einander 
nicht; 
ſo folgt daraus der Schlußſatz 

Einige gleich groſſe grade Sinten find ungleich groß, 

welcher mit ſich ſelbſt ſtreitet. Weil nun die Form 

des Schluffes richtig iſt, fo muß eine Praͤmiſſe falſch 

ſeyn. Von der Wahrheit des Oberſatzes iſt man aus 

andern Gruͤnden verſichert, alſo muß der Unterſatz 

nk mithin der contradictorie entgegen geſetzte wahr 

eyn: 

alle gleich groſſe grade linien decken einander. 

Um alſo auf dieſen Schlußſatz zu kommen, habe ich 
eine andre Pramiffe noͤthig, die mit dem Satze: 

Alle einander deckende grade kinien find gleich groß, 
keinesweges einerley iſt. Es iſt ja auch der Satz wahr 

Alle einander deckende Triangel ſind gleich groß 

Weil mir aber nicht eben ſo einleuchtet, daß auch 

der folgende Satz wahr ſey: 

Alle einander nicht deckende Triangel ſind ungleich groß, 
ſo komme ich auch nicht auf die Schlußfolge: 

Alle gleich groſſe Triangel decken einander, 


5 38. §. 

Mit den Schluͤſſen aus der Oppoſition der Saͤtze 
hat es eine ähnliche Bewandniß. Zugegeben, daß man 
in beſondern Faͤllen uͤberzeugt ſeyn koͤnne, von zweyen 
contrarie opponirten Saͤtzen 

Alles A iſt 5, 

Kein A iſt B. : 
muͤſſe der eine nothwendig wahr der andre falfch ſeyn; fe 
iſt man doch nie aus dem Grunde davon überzeugt, weil 
ein Satz dem andern entgegen geſetzt iſt; es muͤſſen ans 
dre Gruͤnde dieſe Ueberzeugung bewirken, ſolche die nach 
der eigenen richtigen Bemerkung des Herrn Prof. Hin⸗ 
denburgs aus naͤherer Unterſuchung der Eigenſchaften des 

: K 4 Sub⸗ 
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SBubjects und Praͤdicats erhellen. (Auf der 360 Seite 
Att. e. heißt es: wenn es entweder offenbar iſt, oder 
ſonſt dargethan werden kann, daß u. ſ. w.) Iſt die 
Falſchheit des Satzes bewieſen f 
Kein A iſt B, 
ſo bin ich uͤberzeugt der Satz 
Einiges A iſt B 5 N 
fey wahr, weil er jenem contradi&torie entgegen ſtehet. 
Wegen andrer Gruͤnde kann ich freylich auch auf die 
Schlußfolge kommen 
Alles A ſey B, 
allein alsdenn bleibt es keine unmittelbare Folge mehr, die 
aus der Oppoſition einleuchtet. Wenn ich vielleicht aus 
6 Gruͤnden uͤberzeugt bin, der Satz ſey ebenfalls 
wahr 
Alles was nicht B tft, das iſt nicht A, fo kann ich 
damit die Converſionsregel per eontrapoſitionem verbinden, 
und dadurch auf den Satz kommen 
Alles A iſt B. N 
Nun gruͤndet ſich meine Ueberzeugung von der Wahr⸗ 
heit des letzten Satzes nicht darauf, weil er dem erweiß⸗ 
lich falſchen Satz: Kein A iſt B, contrarie entgegen ge⸗ 
ſetzt iſt, ſondern darauf, weil ich eine andre Praͤmiſſe 
habe: 
Alles, was nicht B iſt, das iſt auch nicht A, woraus 
er durch die Umkehrung per contrapofitionem folgt. 
Mit der eben angeführten Praͤmiſſe als Oberſaß kann 
man auch den Satz 
Einiges A iſt nicht B 
als Unterſatz verbinden, ſo giebt das den ſich ſelbſt wider⸗ 
ſprechenden Schlußſatz 
Einiges A iſt nicht A; 
folglich iſt der contradictorie entgegengeſetzte Satz wahr: 
Alles A iſt B. 


39. §. 


7 
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39. §, 

Das Eigene und Beſondre der vom H. Prof. Hin⸗ 
denburg gebrauchten Beweisform ſoll nach feiner Aeuſſe⸗ 
rung (a. a. O. 361. S) darin beſtehen, daß man den ber 
dingungsweiſe fuͤr wahr angenommenen allgemeinen Satz 
weiter auf ſich ſelbſt anwendet, gleichſam durch ſich ſelbſt 
auf die Probe ſetzet, und ſo den Satz als falſch umſtoͤßt, 
ſobald Folgen oder Schluͤſſe aus ihm mit andern bekann⸗ 
ten Wahrheiten, oder wider einander ſelbſt ſtreiten. Ich 
für mein Theil finde hierin nichts Eigenes oder Befonders: 
die Falſchheit des allgemein verneinenden Satzes (B) oben 
im 35. H. iſt völlig richtig auf eine ſonſt ſehr gewöhnliche 
Art bewieſen, und es wird ſchwerlich jemand etwas dage— 
gen einzuwenden haben. Soviel ich habe finden koͤnnen, 
beſtehet das Eigene und Beſondre der Beweisform dar⸗ 
in, daß 

aus der bewieſenen Falſchheit des Satzes (B) die Wahr⸗ 
heit des contrarie entgegen geſetzten Satzes (A) oben 
im 35. H. erhellen ſoll. . 

Dieſe Schlußfolge ſoll nach S. 360. litt. e richtig 
ſeyn, wenn es entweder offenbar iſt, oder ſonſt darge⸗ 
than werden kann, daß (mit Ausſchlieſſung jedes dritten 
Satzes) einer von beyden nothwendig wahr, der andre 
falſch ſeyn muͤſſe. Demnach kommt alles auf die Frage 
an: ob es entweder fuͤr ſich offenbar, oder ſonſt vom H. 
Prof. Hindenburg dargethan ſey, daß von den Saͤtzen 
(A) und (B) oben im 35. $. einer nothwendig wahr der 
andre falſch ſeyn muͤſſe. 


40. F. 
Zur Beantwortung dieſer Frage dient die nachſte⸗ 
hende Stelle a. a. O. 349. 350. S. 
„.) Es iſt offenbar, daß von den beyden Saͤtzen 
(A) und (B) wie oben im 35. H. einer nothwendig wahr, 
der 
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der andre falſch ſeyn muͤſſe. Ein Drittes giebts hier 
nicht. e i 

II.) Ein ſolches Dritte würde ſeyn, wenn man an⸗ 
nehmen wollte, die fo beſtimmten graden inten koͤnnten 
in einigen Faͤllen einander parallel, in andern nicht 
parallel ſeyhn. Daß das nicht fenn koͤnne, erhellet dar⸗ 

aus, weil bende entgegen geſetzte Ausſagen in der Be⸗ 

ſtimmung des Subjects gegruͤndet ſeyn muͤſten, die 
aber hier ganz einfach iſt, — — — — ſo daß be⸗ 
ſondre Faͤlle oder Modificationen (wovon das Zuſam⸗ 
men laufen oder Nichtzuſammenlaufen der Linien abhaͤn⸗ 
gen Fönnte) gar nicht ſtatt finden, oder fic) gedenken 
laſſen., Was in der Parentheſe ſtehet, das iſt ver- 
muthlich dem Sinne des H. Hindenburgs gemäß fo zu 
verſtehen: 

wovon das Zuſammenlaufen der linien in einigen 

und ihr Michtzuſammenlaufen in andern Faͤllen ab⸗ 

hangen koͤnnte. 


Das alles foll alſo offenbar ſeyn, ſonſt iſt auch nichts 
weiter beygebracht, wodurch es dargethan waͤre. Ich 
habe doch ſonſt dem Vortrage vieler andrer Schriftſteller 
bey weit mehr verwickelten Schluͤſſen folgen koͤnnen; an 

Muͤhe, Zeit und Aufmerkſamkeit habe ich es gewiß nicht 
fehlen laſſen, um aus dem Vortrage des H. Prof. Hin⸗ 
denburgs das aufzufinden, worauf das Bindende in ſei⸗ 
nem Beweiſe eigentlich ankommen fol: ich wage es alſo, 
das in feinem Beweiſe (a. a. O 166. S.) zu ergänzen, 
was den hier angeführten Stellen gemäß erganzt werden 
muß. Man vergleiche auch a. a. O. 368. 369. S. 


41. §. 
Den Anfang des Beweiſes ſchreibe ich ab; ſo wie er 
a. a. O. 166. S. gedruckt ſtehet, und ſchlieſſe das, was 


nach der eigenen umſtaͤndlichen Erläuterung des Herrn 
: Hin: 
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Hindenburgs hinzugeſetzt werden muß, in eine Parenthe⸗ 
ſe ein. : . 

Beweis. Geſetzt (nur einige Paar ſolcher) gra⸗ 
den finien, wie hier AB, CD, waren auf den Fall, daß 
ihre Vergleichsparallele, wie hier FF, nicht zwiſchen fons 
dern auſſer ihnen läge, nicht parallel; (fo folgt offenbar, 
daß alle Paare fo beſtimmter grader linien nicht parallel 
ſeyn muͤſten: denn beſondre Faͤlle, oder Mobdificationen, 
wovon das Zuſammenlaufen in einigen, und das Nicht 
zuſammenlaufen in andern Fällen abhängen koͤnnte, fin 
den gar nicht ſtatt, oder laſſen ſich nicht gedenken. Der 
Erfolg aus der angenommenen Beſtimmung des Subjects 
muß bey allen Paaren ſo beſtimmter Linien einerley ſeyn. 
In der Sprache der logik: die Bejahung oder Vernet: 
nung des Pradicats hat ihren zureichenden Grund im 
Gubjecte und deſſen Beſtimmung; alſo koͤnnen einerley 
Subjeete, auf einerley Art determinirt, nicht entgegen ge⸗ 
ſetzte Praͤdicate haben a. a. O. 368 S. und unten die 
Anmerkung. Es iſt aber falſch, daß alle Paare, mit ei⸗ 
ner dritten aufferhalb des zwiſchen ihnen befindlichen 
Raums befindlichen graden Linie parallel laufende grade 
Linien nicht parallel ſind: denn) man ziehe durch einen 
willkuͤhrlichen Punct, u. ſ. w. Das folgende, wie es oben 
ſchon im 34. $. aus dem Magazin abgeſchrieben iff, bleibt 
alles bis auf die Worte: alſo wäre GH nicht parallel mit 
CD. Was aber in der Parentheſe dabey ſtehet, nach 
der Annahme im aten Falle — — muß nun ſo heiſſen 
(vermoͤge des geführten Beweiſes, daß das, was vermoͤge 
der Annahme nur von einigen Paaren gelten ſollte, von 
allen gelten muͤſte.) Aber GH nicht parallel CD wider: 
ſpricht dem GH parallel CD grade zu — — — Es 
giebt alſo keine GH — — — Gegen dieſe letztern 
Schlußfolgen iſt zwar nichts weſentliches zu erinnern: daz 
mit aber die eigentliche Form des Beweiſes, fich in ihrem 
ganzen licht zeige, wuͤrde man anſtatt der letzten Periode, 

= die 
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die fo anfängt; Es giebt alfo keine GI.... die nachſte⸗ | 
hende ſetzen koͤnnen. ö i i 
Die Annahme: 

Geſetzt nur einige Paar auf die ſchon bekannte Art bes 
ſtimmter grader linien waͤren nicht parallel, leitet alſo auf 
eine ſich ſelbſt widerſprechende Folge; demnach iſt dieſe An⸗ 
nahme falſch und der ihr contradi&torie entgegen ſtehende 
Saß wahr: 

Alle fo beſtimmte Paare grader Knien find parallel. 


f 34. 

Das Bindende in dem Beweiſe des Herrn Profeſſor 
Hindenburg kommt alſo ganz eigentlich darauf an. Wenn 
man annehmen wollte, 

nur einige Paare mit einer dritten auſſerhalb des zwi⸗ 

ſchen ihnen befindlichen Raums liegenden graden Linie 

parallele tinier wären mit einander ſelbſt nicht parallel; 
ob daraus entweder für ſich ſchon offenbar, oder nach 
dem Satze des zureichenden Grundes folge, daß alle 
ſolche Paare nicht parallel ſeyn muͤſten? 

Ich geſtehe gern, daß dieſe Folge mir nicht offenbar 
einleuchtend ſcheine: allein man muß nie uͤber die Frage 
diſputiren, ob etwas offenbar, oder nicht offenbar ein⸗ 
leuchte, (7. u f. §§.) alſo habe ich gar nichts weiter eins 
zuwenden, wenn Herr Profeſſor Hindenburg verſichert, 
daß ihm dieſe Folge offenbar einleuchte. Wofern man 
aber, um dieſe Folge einleuchtend zu machen, den Satz 
des zureichenden Grundes zu Huͤlfe nehmen muß; ſo ha⸗ 
be ich die wichtige Einwendung, daß H. Prof. Hinden⸗ 
burg ſonſt dieſen Satz wohl ſchwerlich als einen geometri⸗ 
ſchen Grundſatz gelten laſſen wurde. Wofern übrigens 
die Behauptung, daß von den Sägen (A) und (3) 
(35. F.) nothwendig einer wahr, der andre falſch ſeyn 
muͤſſe, im 2 Falle des Beweiſes a. a. O. 166 S. fuͤr ſich 
offenbar iſt, fo iſt fie es aus eben den Gruͤnden, = 

a a. * 
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a. a. O. 368 S. angefuͤhrt find, auch für den 1 Fall: 
alſo braucht man keinen beſondern Beweis fuͤr den erſten 
Fall. Weil nun nach Euklids 31 Satze es auch mit dem 
nachſtehenden ſeine ungezweifelte Richtigkeit hat: 
Einige Paare mit einer dritten parallele finien find uns 
ter ſich parallel, die Vergleichungsparallele mag dazwi⸗ 
ſchen liegen oder nicht; 
fo weiß man auch gewiß, daß CB) falſch, alſo vermoͤge 
der zum voraus als fuͤr ſich offenbar feſtgeſetzten Behaup⸗ 
tung der Gag (A) der nothwendig wahre fey. 
Ich denke, daß heißt kurz und gut ſoviel. Der Satz: 
Alle grade mit einer dritten parallele finien find unter ein⸗ 
ander ſelbſt parallel, 
ift für ſich offenbar genug, daß er als Grundſatz gelten 
kann. IE 


43. §. 

Was ferner die vermeinte neue Beweisart (a. a. O. 
350 ©. litt. e) betrift, fo kann ich fie vermige dieſer rich⸗ 
tigen Darſtellung der Art und Weiſe, wie der nach der⸗ 
ſelben geführte Beweis eigentlich binden wuͤrde, fuͤr keine 
andre als die laͤngſt bekannt geweſene vom H. Prof. Hin⸗ 
denburg a. a O. 357 S. litt. e. aufgeführte Beweisform 
halten: das laßt ſich kurz fo uͤberſehen. Man kommt auf 
den Satz N 

Einiges A iſt B, 
und will pruͤfen, ob der Satz nicht vielleicht allgemein 
wahr ſey, ˖ 

Alles A iſt B. ; 
Demnach nimmt man wie gewöhnlich den contradictorie 
entgegen geſetzten Satz 

1.) Einiges A iſt nicht B 
als wahr an, um zu verſuchen, was fuͤr Folgerungen ſich 
daraus herleiten laſſen. Man findet, es laſſe ſich dar⸗ 
thun, oder es leuchte wohl gar offenbar ein, 
0 wenn 
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wenn auch nur einiges A nicht B wäre, fo müffe eben 
darum auch allgemein wahr ſeyn. 

2.) Kein einziges A iſt B. 

Aber vorher wuſte man ſchon, 

wenigſtens einiges A iſt B, 
damit ſtreitet der Satz 

2.) Kein einziges A iſt B, 
als die contradi&orie oppoſita, mithin iſt der Satz n. 2. 
falſch. Demnach muß auch der Satz . 

1.) Einiges A iſt nicht B 
falſch ſeyn, weil der falſche Satz n. 2. richtig daraus 
folgt: alſo iſt der Satz wahr, welcher dem Satz n. 1. 
eontradickorie entgegen ſtehet, 

Alles A iſt B. 

Unter der Bedingung, daß der Satz n. 2. aus n. 1. rich⸗ 
tig folgt, kann man an der ganzen Form des Beweiſes 
nichts ausſetzen. 

Ich habe es bey dieſer Unterſuchung ſo gemacht, wie 
ich es in andern Faͤllen zu machen pflege, wenn ich einen 
philoſophiſchen Schriftſteller leſe, und hie oder da auf ei- 
nen mir nicht gleich einleuchtenden Beweis ſtoſſe. Die 
Weitlaͤuftigkeit der Worte iſt oft der Deutlichkeit hinder⸗ 
lich, ich zeichne mir alſo den Beweis Wenn ich A, B, 
X, X, ſtatt der Begriffe ſetze, die in den mit einander 
verbundenen Sägen Subject und Praͤdieat ſeyn ſollen; 
ſo habe ich den Beweis in ſeiner rechten durch keine aͤuſ— 
ſerliche Einkleidung verſtellten Geſtalt vor mir. Nun iſt 
die Pruͤfung ſehr leicht, ob die Form des Beweiſes rich⸗ 
tig ſey? und hiernaͤchſt trift die Reihe die Saͤtze ſelbſt, 
oder das Materiale des Beweiſes. Es iſt manches von 
einer allgemeinen zum Erfinden geſchickten Bezeichnungs⸗ 
kunſt, vom logiſchen Calcul, und dergleichen mehr geſchrie— 
ben worden: ich daͤchte, wir hätten das alles, wenn wir 
nur nicht daruͤber des rechten Gebrauchs verfehlten, weil 
wir vom Calcul mehr verlangen, als er ſeiner Natur 


nach 
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nach leiſten kann. Der logiſche Caleul ſetzt voraus, daß 
man zuerſt die philoſophiſche Analyſin anſtelle, bevor man 
die Bezeichnungskunſt anwenden, und das uͤbrige durch 
Zeichen finden kann. Wer eine mathematiſche Unterſu⸗ 
chung algebraiſch anftellen will, muß ebenfalls die Analyh⸗ 
ſin der Rechnung vorangehen laſſen. 


44. §. } 

Das Reſultat von der bisherigen ganzen Unterſu⸗ 
chung daruͤber, was H. Prof. Hindenburg eigentlich ge⸗ 
leiſtet habe, duͤrfte alſo wohl kein andres als das nachfol⸗ 
gende ſeyn. Der Satz: . 

Alle grade mit einer dritten parallelle Sinien find mit 

einander ſelbſt parallel; 

iſt an ſich ſelbſt mehr einleuchtend als Euklidens XI. Grund⸗ 
ſatz, obgleich Euklides jenen Satz als lehrſatz aus dieſem 
herleitet. Man kehre alſo die Ordnung um, man nehme 
den erwehnten Satz, (wovon die contradittorie oppofita 
falſch iſt, weil widrigenfalls die gewiß falſche contrarie 
oppoſita wahr ſeyn muͤſte,) als Grundſatz an; ſo laͤßt ſich 
Euklidens Xiter Grundſatz als Schlußſatz daraus herlei⸗ 
ten. Das iſt auch den eigenen Aeuſſerungen des H. Hin⸗ 
denburgs a. a. O. 348. und 162. S. ganz gemaͤß, und. 
dagegen kann niemand etwas einzuwenden haben. Ich 
fuͤr mein Theil habe ſo wenig dagegen, daß ich vielmehr 
ſelbſt ſehr geneigt geweſen bin, auf den erwehnten Satz 
als Grundſatz den uͤbrigen Vortrag zu gründen: nur hat 
mich bisher die Betrachtung davon zuruͤck gehalten, daß 
dieſes Verfahren doch das noch nicht ſey, was man wuͤnſcht, 
eine Ergaͤnzung deſſen, was dem Syſtem zu fehlen ſchei— 
net. Mir blieb immer einige Hofnung uͤbrig, daß es 
doch wohl möglich ſeyn möchte, auf eine ſolche Ergaͤn⸗ 
zung des Syſtems zu kommen, wobeh alle Gage, die 
Euklides als lehrſaͤtze beweiſet, lehrſaͤtze bleiben koͤnnten, 
ohne einen davon auszuheben, um ihn als Grundſaß mit 
dem XIten Euklideiſchen zu vertauſchen. A 
age 
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läßt man das Wort parallel, und mit demſelben 
die verwirrte Idee des Schneidens oder Nichtſchneidens 
weg; ſo erſcheint der eben erwehnte Satz in einem weit 
mehr ſinnlich klaren lichte fo ausgedruckt: 

Grade linien die von zweyen verſchiedenen Puneten 
aus mit einer dritten nach einerley Richtung laufen, er⸗ 
ſtrecken ſich ſelbſt nach einerley Richtung. 

Noch ſpecieller ausgedruckt: 

Grade linien, die durch einerley Punet mit einer drit⸗ 
ten nach einerley Richtung laufen, fallen in einerley gra⸗ 
den Linie zuſammen, 
ſchien mir der Satz beynahe voͤllig das einleuchtende zu 

haben, was man von einem Grundſatze verlangt, weil 

eben das eigenthuͤmliche der graden linie, daß jeder 

Theil von ihr mit der ganzen ſich nach einerley Rich⸗ 

tung erſtreckt, darin ausgedruckt iſt. 

Eben durch dieſe und aͤhnliche Betrachtungen ward 
mein erſter Verſuch veranlaſſet. | 

Uebrigens ſchien es mir, wenn von zweyen verſchie⸗ 
denen graden Linien die Rede ſeyn ſollte, daß der Aus: 
druck: einerley Lage haben, beym Vortrage in der hoͤ⸗ 
hern Geometrie und andrer Theile der Mathematik mehr 
gewoͤhnlich ſey, als der Ausdruck: ſich nach einerley 
Richtung erſtrecken; daher kam es, daß ich bey meinem 
erſten Verſuche, jenen Ausdruck wählte, 


45. F. 

Wer ſich ein Bedenken daraus macht, aus den 
Begriffen von Identitaͤt und Verſchiedenheit der Rich⸗ 
tung oder Lage hier etwas herzuleiten, weil Euklides ſie 
nicht hat, der wird ſchwerlich auf einem andern Wege 
fertig werden: er wird entweder Euklids XI. Grundſatz 
ſchlechthin gelten laſſen, oder anſtatt deſſelben einen von 
den nachſtehenden gleichguͤltigen wählen muͤſſen. 


1) Gra⸗ 
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a) Grade untereinander ſelbſt nicht parallele a find 
auch mit Feiner dritten parallel, 

oder ſo ausgedruͤckt: 

2) Durch einerley Punet koͤnnen nicht zwey verſchiede⸗ 
ne grade Linien mit einer dritten parallel gezogen 
werden. 

oder noch anders: 

30 Eine grade Knie, die durch einen Punct zwwiſchen 
den Schenkeln eines gradlinichten Winkels laͤuft, 
muß wenigſtens einen von den Schenkeln ſchneiden, 

4) Eine grade finie, die eine von zweyen Parallelli⸗ 
nien ſchneidet, läuft verlängert auch mit der an⸗ 
dern zuſammen. 

Dieſe und mehr dergleichen Saͤtze ſind insgeſammt 

in einander enthalten: wenn einer davon als wahr ange⸗ 

nommen wird, ſo nimmt man zugleich alle uͤbrige mit 
als wahr an. 

Die Bemerkung des H. Prof. Hindenburg a. a. O. 

343. $. gehört ebenfalls hieher, wo parallele Linien als 
ſolche betrachtet werden, die einander unter einem Win⸗ 

kel So ſchneiden. Will man dieſe ſonſt nur bey alge⸗ 
braiſchen Rechnungen verſtattete Vorſtellung auch beym 
Vortrage der erſten Anfangsgruͤnde gelten laſſen; fo iſt 
die ganze Schwierigkeit auf einmahl gehoben. Wenn 
man annimmt daß in der zum 28 Satz im 1 Buch der 
Euklideiſchen Elemente gehörigen Figur, die hier mit der 1. 
r4ten Figur uͤbereinkommt, die Linie EF fi) um den 8% 
Punet E nach C und A hin drehen ſolle; fo erhellet, daß 
die Winkel EGB, EH, kleiner werden. Nimmt man 
ferner an, daß beyde bis auf o abgenommen haben, wenn 
EF in die mit AB parallele lage kommt; fo iſt das nur 
ein beſondrer unter dem 28 Satz enthaltener Fall. Die⸗ 

fe Vorſtellung, daß ſich EF um E drehen ſolle, würde mir 
weniger Bedenklichkeit machen, als die andre damit zu 
verbindende Vorſtellung, daß RETTEN einander un⸗ 
ter 


3 | 
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ter dem Winkel So ſchneiden. Wird dieſe Vorausſe⸗ 
tzung zugeſtanden, ſo hat man ohne Bedenken fuͤr den 
Satz num. V. einen vollſtaͤndigen Beweis, und zugleich 
für einen jeden von den vier im vorigen § angezeigten 
Säßen. 

| 46. F. | 

Ich würde uͤber dieſe Materie keine fo weitlaͤuftige 
Abhandlung aufgeſetzt haben, wenn ich nicht mehrmals 
ſchriftlich ware 11 55 worden, uͤber die neuern Bemuͤ⸗ 
hungen, die lehre von den Parallellinien zu ergaͤnzen, 
meine Gedanken mitzutheilen. Man lieſet auch nicht ſel⸗ 
ten Urtheile über dieſe kehren in öffentlichen Blaͤdtern, 
welche der Erfüllung des Wunſches, einem für die Theo- 
rie nicht ganz unerheblichen Mangel abgeholfen zu ſehen, 
mehr hinderlich als befoͤrderlich zu ſeyn ſcheinen. Wer 
darüber ein Urtheil zu fällen ſich anmaſſen wollte, der 
ſollte wenigſtens nicht alles gleich fuͤr was neues anneh⸗ 
men, was ihm vielleicht neu ſcheint, da es doch ſeit kur⸗ 
zen in ziemlich allgemein bekannten Schriften oft genug 
geſagt iſt, daß uͤber dieſe Materie ſchon vieles ſey geſchrie⸗ 
worden. Die von mir oben im 3. $. angeführte Diſpu⸗ 
tation des Herr Profeſſor Kluͤgel in Helmflädt: Cona 
tuum praecipuorum theoriam parallelarum demonſtran- 
di recenfio, Goett. 1763. überhebt einen jeden der Muͤ⸗ 
he, weitlaͤuftig nachzuſchlagen, der es wiſſen will, was 
von andern Schriftſtellern bis dahin iſt geleiſtet geweſen, 
und diefe Abhandlung mag einen kleinen Nachtrag dazu 
abgeben. 

47. §. 

Im CVI. Stic der Neuen Leipziger Gelehrten Zeis 
tung von 1785 ſtehet eine Anzeige der Elemente der Ma⸗ 
thematik in ſechs Buͤchern vom H. Johann Friedrich 
Lorenz, 1 Theil 1785, und auf der 1704 Seite wird 
erzählt, wie Herr lorenz in der lehre don den Parallelli⸗ 

g f nien 
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nien zu Werke gehe. Nach einer kurzen Anfuͤhrung der 
Hieber gehörigen Stellen folgt die Beurtheilung, welche 
ſo merkwuͤrdig iſt, daß ich ſie hier ganz abſchreiben muß. 

„Den Beweis des Euklideiſchen Grundſatzes anlan⸗ 
gend, fo beruhet derſelbe bey dem H. Verf. auf dem von 
ihm als Grundſatz angenommenen Satze: 

daß jede grade nie, welche durch einen innerhalb der 
Oefnung des Winkels befindlichen Punct gehet, ge⸗ 
nugſam verlaͤngert wenigſtens einen ſeiner Schenkel 
ſchneidet. N 
Da es aber demſelben eben ſo ſehr, als dem Euklideiſchen 
an derjenigen eigenthuͤmlichen Evidenz mangelt, die uns 
berechtiget, einen Satz als Axiom anzunehmen, ſo iſt 
dadurch der bekannten Schwierigkeit in der Lehre von den 
Parallellinien nicht abgeholfen. 

Bis dahin iſt nichts zu erinnern: denn es war eben 
nicht noͤthig, daß der Herr Reeenſent hinzu ſetzte, andre 
Schriftſteller haͤtten den Grundſatz auch ſchon gebraucht. 
Nun aber folgt eine Stelle, welche in einer Parentheſe 
eingeſchloſſen, und ſo gefaßt iſt, daß es nothwendig die 
Vermuthung erregen muß, ſie ruͤhre von einem ganz an⸗ 
dern Verfaſſer her: auch dieſe Stelle muß ich noch her⸗ 
ſetzen, weil nicht zu vermuthen iff, daß jeder Sefer das 
Zeitungsbladt gleich zur Hand haben koͤnne. 6 
(welches aber auf dem eingeſchlagenen Wege unſers 

Beduͤnkens leicht hatte geſchehen koͤnnen, wenn Herr 
Lorenz auf einen Erweis ſeines zu Huͤlfe genommenen 
Grundſatzes bedacht geweſen waͤre, der ſich in der That 
davon geben laͤſſet: denn man ſetze, daß eine innerhalb 
der Oefnung eines Winkels liegende grade finie keinen 
ihrer Schenkel ſchneide, und folglich mit beyden gleich⸗ 
laufend ſey, ſo wuͤrde (nach der Art wie leipziger Ma⸗ 
gazin zur Naturk. M. u. Oe. 2 St. 178 1. S. 165, 
1 Fall) folgen, daß die Schenkel dieſes Winkels ſelbſt 
mit einander gleichlaufend waͤren; da nun dieſes abſurd 
N {2 ift, 
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iſt, ſo re. Die Ordnung der Saͤtze im Buche wuͤrde 

alſo nun folgende ſeyn: — — — und alsdenn der 
Zuſatz des 4. F. als ein Lehrſatz erwieſen werden muͤſſen, 
woraus nunmehro der Eullideiſche Grundſatz ohne 
Schwierigkeit gerechtfertiget werden koͤnnte. Und ſo 

gebuͤhrte denn, nach ſo vielen vergeblichen Bemuͤhun⸗ 
gen der groͤſten Mathematiker Herrn Lorenz die Ehre 

der Erfindung einer vollſtaͤndig berichtigten Theorie der 
Parallelen.) 


48. §. f 

Zuerſt ein Paar Worte, das ſchließliche Compli⸗ 
ment für H. Lorenz betreffend. Daſſelbe gruͤndet fich, 
wie ich nicht anders finden kann, auf den nachfiehenden 
Schluß. i N 
Herr lorenz nimmt in der lehre von den Parallelli⸗ 
nien einen Grundſatz an, den er ſelbſt nicht beweiſet, der 
aber aus dem Hindenburgiſchen Syſtem der Parallellinien 
bewieſen werden kann, darum gebuͤhret dem Herrn lorenz 
die Ehre der Erfindung einer vollſtaͤndig berichtigten Theo⸗ 
rie von den Parallellinien. 
a Ich denke aber, daß Herr foren; dieſe Ehre gern 
bem Euklides ſelbſt abtreten werde: denn die Demonſtra⸗ 
tion, daß dem Euklides dieſe Ehre gebuͤhre, bleibt eben 
ſo buͤndig, wenn man in dem voranſtehenden Schluſſe 
den Nahmen Euklides anſtatt des Nahmens borenz ſetzet. 
(teipz. Mag. a. a. O. 167. S. VI. Lehrſatz.) 
Wenn aber auch Euklides dieſe Ehre mit einem 
neuern Schriftſteller theilen folls fo hat doch unſer ehe 
malige hieſige Herr von Segner noch ein näheres Recht, 
darauf Anſprache zu machen, als H. Lorenz, und ich 
ſelbſt habe anfangs nach dem Beyſpiel des H. von Seg⸗ 
ner eben denſelben Satz in der lehre von den Parallelli⸗ 
nien zum Grunde gelegt, (M. ſ. v. Segners Vorleſun⸗ 
gen über die Rechenkunſt und Geometrie, demgo 1747, 
Geom, 104. 105. $. 226. 227. S. Segneri Elementa 

: Arith- 
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Arithmeticae Geometriae et Caleuli Geometrici, { Cur- 
ſus Math. P. I, Halae Magdeb. 1756. Geom. H. 9. 10. 
11. pag. 144. 145. Conatuum praec, theor, parall, de- 
monſtr. recenfio, Auftore Klügel, 1763. H. 12. 13. 
pag 16. 17. meine Praele&, Math, Theoreticae Ele- 
mentaris, Roftoch, et Wiſm. 1758. Geom. F. 73. 
Pag. 34.) 


49. F. ü 

Eine andre Frage 15 i Sau es hier hauptſaͤch⸗ 
lich ankommt, iſt noch dieſe, ob denn der Segneriſche 
Grundſatz fo leicht nach der Art, wie Leipy. Mag. zur Nat. 
Math. und Oecon. 2 St. 1781. S. 155. 1 Fall bewie⸗ 
fen werden konne, wie es uns der H. Recenſent verſi⸗ 
chert. Ich vermuthe nicht ohne Grund, daß es ein 
Druck⸗ oder Schreibfehler fey, wenn aus dem fein. 
Mag. S. 165. 1 Fall angeführt iſt, und daß ater Fall 
gemeint ſey. Iſt das wirklich die Meinung, ſo hat es 
allerdings ſeine Richtigkeit, daß der Segneriſche Grund⸗ 
ſatz bewieſen ſey, ſo bald wir einen allgemeinen vom XI. 
Grundſatz beym Euflides unabhängigen logiſch richtigen 
Beweis des Satzes haben, daß grade Linien, die mit ei⸗ 
ner dritten sarallel laufen, unter ſich? allel find, Ei⸗ 
nen ſolchen Beweis, wie er Hier gefooe wird, haben wir 
aber nicht in der angeführten Stelle dis Leipz. Magazins. 
(42. f.) Wenn der H. Recenſent aus dem erſten Fall 
des aus dem Leipziger Magazin angefuͤhrten Satzes allein 
einen tuͤchtigen fehlerfreyen Beweis des Segneriſchen 
Grundſatzes folgern könnte; fo würde ich ihm ſelbſt zur 
Ehre der erſten Erfindung deſſen, was hier geſucht wird, 
Gluͤck wuͤnſchen. Vielleleht iſt meine Vermuthung un 
richtig, daß x Fall in der Seivsiger Gel. Zeitung ein Druck? 
fehler ſey, der Herr Rerenſent kann ſich gar wohl eine Ti 

gur fo gezeichnet haben, daß es ihm geſchienen Hat, als 
folge der Segneriſche Grundſatz ſchon aus der zum 
Grunde gelegten Praͤmiſſe: 5 a 
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Grade Linien, die mit einer dritten zwiſchen beyden ber 
findlichen graden Linie parallel laufen, find unter ſich 
parallel. En : 
Man zeichne den ſpitzen Winkel ABC, und nehme 
den Punct P zwiſchen feinen Schenkeln, fo kann man 
DE fo ziehen, daß gewiß ein Punct C des Schenkels BC 
an einer Seite und ein Punct A des Schenkels BA an 
der andern Seite von DE feine Stelle erhalten. Wenn 
nun DE feine von beyden durch A und C laufenden gra- 
den Linien ſchnitte, fo waren beyde mit EF parallel, dieſe 
Vergleichungsparallele ware zwiſchen beyden befindlich, 
alſo wären jene nach keipz. Mag. a. a. O. 1 Fall unter 
ſich parallel, der Vorausſetzung entgegen. Wie aber, 
wenn in der 17 Figur ABC ſehr ſtumpf und von 180 
vielleicht weniger als ein Centilliontheilchen einer Tertie 
ver ſchieden ware? kann man auch nun auf jede durch P 


laufende grade linie DE eben dieſelbigen Schluͤſſe noch 


anwenden? 


f 50. §. 

Im 78 Stuͤck unſrer hieſigen Halliſchen Neuen Ger 
lehrten Zeitungen vom Jahr 1785, 622. u. f. S. ſtehet 
ebenfalls eine Anzeige der vom H. Lorenz verfaßten Ele⸗ 
mente der Machematik, und vornemlich wegen einer 
Stelle auf der 624 Seite, (die fo anfängt: Inzwiſchen 
erklärte man nur die lage grader Linien logiſch richtig, u. 


ſ. w.) welche leicht die Vermuthung erregen koͤnnte, daß 


ich Verfaſſer der Recenſion ſey, finde ich mich bewogen, 
ihrer ebenfalls zu erwehnen. Ich singe dieſe Gelegenheit, 
es ein fuͤr allemahl bekannt zu machen, daß ich weder an 
der hieſigen Halliſchen Gelehrten Zeitung noch an irgend 
einer andern Wochen ⸗Monaths oder ſonſt periodiſch 
herauskommenden Zeitſchrift, worin neue Bücher ange⸗ 
zeiget und beurtheilet werden, Antheil habe. Mehrmals 


find mir dergleichen Anträge gemacht worden, allein ich 
habe ſie allemahl ablehnen muͤſſen, weil ich weder Zeit 


noch 
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noch Neigung zu dieſer Art von Beſchaͤftigung habe. 
Mehrmahls bin ich erſucht worden, Anzeigen von neuen 
Büchern in die hieſige Halliſche Gel. Zeitung einruͤcken zu 
laſſen: allein ich muß wegen der angeführten Gruͤnde 
bitten, mich damit zu verſchonen. Für jetzt nur eine Be 
merkung, die Recenſion im angeführten 78 Stuͤck der 
Hall Gel Zeit. betreffend. 
Die Euclideiſchen Beweiſe empfehlen ſich ſowohl durch 
Simplicitaͤt, als durch Evidenz noch immer vorzuͤglich 
dem Anfaͤnger, und es fehlte nur bisher daran, daß 
geweihte Hände jenes Muſter dem Zuſtande der neuern 
Geometrie anpaßten. (a. a. O. 623. S.) 

Wir haben alſo keinen Hauſen gehabt, von dem 
man doch ſonſt glaubte, daß er ſo etwas auch geleiſtet 
Hätte, keine Schuͤler von Haufen, auch ſonſt gar keine 
andre Schriftſteller, die jemahls daran gedacht haben, die 
Geometrie des Euklides der neuern einzuverleiben. 
(Man vergleiche oben den Zuſatz zum 46. F. der J. Ab⸗ 
handlung), oder deren Hände genug geweiget waren, daß 
fie fo etwas hätten leiſten konnen. 


5 Ds 5 
Noch eine Stelle aus unſrer Halliſchen Gelehrten 
Zeitung, die gleich nach der im vor. $. daraus angeführs 
ten folget. ; 

Aber warum mag man „daß alle rechte Winkel gleich 
find,, in jeder Geometrie als tehrfaß beweiſen? Sobald 
ich den rechten Winkel definires er iſt der vierte glei⸗ 
che Theil des um feine Spitze befindlichen Flaͤchenraums, 

fo iſt jenes Grundſatz, und verſteht ſich von felbſt. 
Wenn dem verewigten Euler etwas vorkam, das 
nicht recht nach ſeinem Sinne war, ſo pflegte er kurz zu 
erwiedern: ſo! das habe ich noch nicht gewußt. Ein 
Winkel iſt alſo eine Flaͤche. Aber kurz vorhin hieß es 
doch „die Euklideiſchen Beweiſe empfehlen ſich ſowohl 
5 $4 durch 
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durch Simpficitäe als durch Evidenz noch immer vorzüg⸗ 
lich dem Anfaͤnger, alſo doch auch wohl feine Erklaͤrun⸗ 
gen und feine Grundſaͤtze, denn darauf beruhen die Bee 
weiſe. Euklides giebt nach des H. lorenz Ueberſetzung 
dieſe Erklaͤrungen. x 
8. Ein ebener Winkel ift die Neigung zweyer li⸗ 
nien gegen einander, wenn ſolche in einer Ebene einan⸗ 
der berühren, ohne in einer graden Linie zu liegeu. 
9. Sind die finien, welche den Winkel einſchlieſſen, 
grade; ſo heißt derſelbe ein gradlinichter Winkel. 
10. Stehet eine grade sinie auf der andern fo, daß 
die Nebenwinkel gleich find; fo heißt fie ſenkrecht, (per⸗ 
pendicular) auf der andern, und jeder der beyden glei⸗ 
chen Winkel heißt ein rechter. 5 
Alſo 2 Wort davon, daß der Winkel eine Flaͤ⸗ 
he ſey. 
Wenn nun gleich Euklides den Satz „alle rechte 
Winkel find gleich, unter den Grundſaͤtzen auffuͤhrt, hat 
es denn keinen Mutzen fuͤr den Anfaͤnger, wenn man ihm 
zeigt, wie der Grundſatz mit der Definition zuſammen 
haͤnge? Wenn Euklides den Satz „von gleichen Dingen 
find die dupla gleich „ als den öſten Grundſatz auffuͤhrt, 
hat es nicht feinen Nußen, wenn man dem Anfänger - 
zeigt, daß dieſer Grundſatz ſchon aus dem aten „gleiches 
zu gleichen addirt giebt gleiche Summen folge? Iſt 
nicht auch das ſchon Uebung des Verſtandes? . 


52. $, 
Diefe Stelle, den rechten Winkel betreffend, iſt 
mir noch in andrer Abſicht merkwuͤrdig. Hier haben wir 
das Prineip vortreflich angewandt: 
Daß die Groͤſſe eines ebenen Winkels durch die 
Groͤſſe der Ebene beſtimmt wird, die zwiſchen feinen - 
ohne Ende verlaͤngerten Schenkeln liegt, 


wel⸗ 
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welches Herr Hofprediger Schulz in ſeiner Entdeckten 
Theorie der Parallelen, nebſt einer Unterſuchung ihrer 
bisherigen Schwierigkeit, Koͤnigsberg 1784, zum 
Grunde gelegt hat. Der Inhalt dieſes Buches, muß 
einen jeden recht ſehr aufmerkſam machen, der bisher ge⸗ 
glaubt hat, in der Geometrie die Wahrheit ganz rein in 
ihrer urſpruͤnglichen durch keinen aͤuſſerlichen Schmuck 
verſtellten jungfraͤulichen Schoͤnheit und Unſchuld zu fin⸗ 
den, wie fie Herr Profeſſor Hindenburg im Euklides ger 
funden zu haben verſichert. (Leipz. Magaz. 1 St. 1781. 
159 S.) Bevor ich aber mehr davon ſage, muß ich ei⸗ 
ne Stelle aus der Vorrede Bicher ſetzen. 
„Hiedurch greife ich indeſſen dem Urtheil meiner 
Sefer fo wenig vor, daß ich fie vielmehr erſuche, eine jede 
meiner drey Beweisarten aufs ſtrengſte zu pruͤfen. Ich 
ſuche Wahrheit. Ein jedes Urtheil, das nicht perſoͤnli⸗ 
che Beleidigungen, ſondern Unterſuchung der Sache, 
nicht dietatoriſcher Machtſpruch, ſondern mit wirklichen 
Gruͤnden belegt iſt, ſoll mir daher, ſo ſtrenge es immer 
ſeyn mag, nicht nur hoͤchſt willkommen ſeyn, ſondern 
auch in dem Vorberichte zu der allgemeinen Theorie der 
lage, welche ich, fo Gott mir das Leben friſtet, eheſtens 
herausgeben werde, die freundſchaftlichſte Beantwortung 
nden. 5 | a 
f Aeuſſerſt ungern urtheile ich ſonſt über die Arbeiten 
andrer: allein dieſesmahl iſt mir nicht anders, als wenn 
Euklidens Schatten mich beunruhigte, und durchaus 
verlangte, daß ich dem wuͤrdigen Herrn Verfaſſer dieſes 
Buches die Bedenklichkeiten bekannt machen ſolle, die 
mich abhalten, ſeiner Theorie von den Parallellinien bey⸗ 
zupflichten. Wenn es hier auf einen oder einige wenige 
Behauptungen ankaͤme, welche im weſentlichen des Sy 
ſtems ſelbſt nichts änderten; ſo wuͤrde ich die Sache nicht 
fuͤr ſo wichtig balten. Allein es kommt hier auf eine rich⸗ 
tige Anwendung der erſten geometriſchen Grundbegriffe 
$5 und 
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und der damit verbundenen Grundlehren ſelbſt an. Wenn 
wir es uns erlauben wollen, mit Euklids Elementen fo 
umzugehen, wie ich es hier finde, ſo wird dieſes Buch 
kuͤnftig kein befferes Schickſal als die Bibel erfahren. Leip: - 
ziger Magazin 3 St. 1781. 372. S.) Herr Schulze träge 


drey Beweisarten vor, wie er ſie nennt, und ich werde 


18 


Sig. 


ſeinem Vortrage nun Schritt vor Schritt folgen. 


53. 9. 
ö Erſte Beweisart. 
Iſte bis 4te Erklaͤrung. ' 
Was parallele und nicht parallele sinter, auch was 
gradlinichte Winkel ſind, im weſentlichen, wie beym 
Euklides. * 
Die Ate Erklarung 
iſt dem H. Schulze eigen, 
Den unbegraͤnzten Theil der Ebene ACBA, der zwi: 
ſchen den Schenkeln des Winkels CAB ohne Ende fort 
enthalten iſt, wenn dieſe ohne Ende verlängert werden, 
nennt er die Fläche des Winkels CAB. 

Nun folgen vier Lehrſaͤtze, wovon alles uͤbrige ab: 
haͤngt: ich ſetze ſie mit ihren Beweiſen von Wort zu 
Wort hieher, um den Verdacht zu verhuͤten, daß etwas 
weſentliches von mir uͤberſehen, oder wohl gar mit Vor⸗ 
bedacht von mir weggelaſſen ſeyn konnte. 


1. Lehrſatz. 


Wenn die Winkel CAB, cab, gleich find, fo 

find auch ihre Flaͤchen AC BA, acba gleich. 
Beweis Denn man lege den Winkel cab auf 
den Winkel CAB dergeſtalt, daß der Scheitel a in A, und 
der Schenkel ab in AB fällt, fo kann der Schenkel ae we⸗ 
der innerhalb dem Winkel CAB, in AD fallen, weil 
EN DAB 
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DAB<CAB, folglich auch kleiner als cab iſt, noch auf: 
ſerhalb dem Winkel CAB in AF, weil FAB>CAB, folg⸗ 
lich auch groͤſſer als eab iſt, mithin fällt ac in AC, folg⸗ 
lich deckt die Fläche des Winkels cab die Fläche des 
Winkels CAB. Alſo find beyde Flaͤchen gleich. 


„ 54 og 

Der H. Verfaſſer aͤuſſert in der Anmerkung nach 
dem 4 Sehrfaße, (70. S.) weil die Geometer die Flaͤchen 
der Winkel bisher in keine Betrachtung gezogen haͤtten, 
fo habe er für noͤthig gehalten, die erſten 4 Lehrſaͤtze, ob 
er fie gleich als Grundſaͤtze hatte vorausſetzen koͤnnen, mit 
der groͤſten geometriſchen Schärfe zu beweiſen. Bey 
andern Geometern, welche eben das vortragen, was in 
dem Beweiſe richtig iſt, leuchtet mir alles weit beſſer ein: 
ich finde auch nicht, daß hier mehr bewieſen ſey, als was 
in allen guten lehrbuͤchern weit deutlicher und richtiger bes 
wieſen iſt. Bis auf die letzte Schlußfolge 
vfolglich deckt die Fläche des Winkels u. |. w., 
wovon gleich nachher, iſt nichts weiter bewieſen als dieſes: 

Wenn cab==CaB ift, und a auf A fo gelegt 
wird, daß ab mit AB zuſammen faͤllt, ſo muß ae mit 
AC zuſammen fallen. 

Das heißt kurz: gleiche Winkel gehörig auf einan⸗ 
der gelegt decken einander. Der Beweis bey andern Geo⸗ 
metern iſt ſehr ſcharf und einleuchtend, wenn ſie ſo 
ſchlieſſen. f : 

1) Winkel, die gehörig auf einander gelegt einander 
decken, find gleich groß. (Eukl. 8. Grundſ.) 

2) Winkel, die Spitze auf Spitze, und ein Paar 
Schenkel auf einander gelegt, einander nicht decken, 
ſind ungleich groß: weil nun der eine ganze Winkel 

einen Theil des andern deckt. er 
3) Gleiche Winkel alſo gehörig auf einander gelegt des 
cken einander: denn widrigenfalls waͤren ſie un⸗ 


gleich. (n. 2.) 
Das 
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Das iſt auch der Sinn des ganzen Beweiſes bis auf 
die letzte Schlußfolge: 
„folglich deckt die Släche des Winkels cab die Flaͤche des 
Winkels CAB. ,, 
Diele iſt eben das eigenthuͤmliche des 1 Lehrſatzes, 
wie ſich auch aus der Art hervorgiebt, wie H. Schulze im 
foll nden den Sehrfaß anwendet. Hier ſollte ſich alſo die 
Schärfe des Beweiſes vorzüglich zeigen. Allein es findet 
ſich auch nicht das allergeringſte was dieſe Folge rechtferti⸗ 
get: alſo wird es mir erlaubt ſeyn, ihre Richtigkeit ſchlech⸗ 
terdings zu leugnen. 8 
Die Winkelflaͤchen (4. Erkl.) laſſen ſich nach dem 
Grundſatze der Congruenz keinesweges vergleichen. Cuz 
klides giebt zwar keine Erklaͤrung von dem, was wir durch 
das Wort congruiren, einander decken, auf- und ins 
einander paſſen, ausdruͤcken: aus der Anwendung aber, 
die er von feinem 8. Grundſatze im 1. Buche macht, fie: 
het man deutlich genug, daß er dieſen Ausdruck ſo wolle 
verſtanden wiſſen, wie die Herrn Haufen (Elementa Ma- 
theſeos, Geom. Axioma IV. Schol pag. 93.) und Kaͤſt⸗ 
ner (Anfangsgr. der Arithm. und Geom. im 3. Grundſ. 
der Geom. 170. S. der dritten Aufl.) ſich darüber erklaͤ⸗ 
ren. Ausgedehnte Groͤſſen congruiren, wenn fie zwi⸗ 
ſchen einerley Graͤnzen enthalten ſind. Wenn zwey Flaͤ⸗ 
chen zwar an einer Seite begraͤnzt, an einer andern Geis 
te aber unbegraͤnzt ſind, und wenn man gleich alsdenn 
wohl einfiehet, daß die Graͤnzen der einen, fo weit fie 
vorhanden ſind, mit den Graͤnzen der andern zuſammen 
fallen koͤnnen; fo fällt doch alle Idee vom eongrufren an 
der unbegraͤnzten Seite weg. Es ſoll alles zuſammen 
fallen, was zwiſchen den Graͤnzen enthalten iſt: wo 
Aber keine Graͤnzen find, da kann man auch keine Vor: 
ſtellung von dem haben, was dazwiſchen enthalten iſt. 
H. Schulze dringt an vielen Stellen in der Einlei⸗ 


tung darauf, daß der Mathematiker intuitive Erkenntniß 
ver⸗ 
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verlange: ich geſtehe aber gern, daß ich nicht begreife, 

wie die unendliche Winkelflaͤche anſchaulich gemacht wer⸗ 

den ſolle. H. Schulze kann nur fodern, man ſolle ſich die 

Schenkel ohne Ende verlängert, und eben fo die Flaͤche 

zwiſchen ihnen der Spitze gegen über ohne Ende vergroͤſſert, 

auch nach beyden Schenkeln zu, (denn dieſe gehen ebenfalls 
ohne Ende auseinander) erweitert vorſtellen. Heißt das 

die unendliche Winkelflaͤche anſchaulich darſtellen? 

Die Graͤnzen der Winkel ſind ihre Seitenlinien, und 
bey der Frage, ob die Winkel gleich oder ungleich groß 
ſind, ob ſie einander decken, oder nicht, kommt die Laͤn⸗ 
ge der Seitenlinien in keine Betrachtung, ſondern nur die 
mehrere oder mindere Abweichung der einen von der an⸗ 
dern. Wenn Spitze auf Spitze liegt, und die Schen⸗ 
kel aneinander ſchlieſſen, fo weichen die Schenkel beyder 
Winkel gleichweit von einander ab. Wie lang oder 
kurz die Schenkel auch ſeyn moͤgen, wie groß oder klein 
die Flache fey, darauf kommt nichts an. Es fälle auch 
niemanden ein, an die Flaͤche hiebey zu denken. Jeder⸗ 
mann im gemeinen beben beurtheilet die Groͤſſe eines Wine 
kels, den etwa ein Paar Staͤbe mit einander machen, dar⸗ 
aus, ob er mehr oder weniger offen iſt. 

Ich muß meine leſer erſuchen, es ſich nicht befrem⸗ 
den zu laſſen, daß ich hier die allerleichteſten Elementar⸗ 
ſaͤtze der Geometrie fo umſtaͤndlich eroͤrtere: das weiter 
folgende wird es bald ergeben, wie ſehr vieles darauf ankom⸗ 
me, in welchen Sinne H. Schulze gleich ſeinen erſten 
lehrſatz bewieſen habe. Man koͤnnte ihm die Freyheit laſ⸗ 
ſen, an die Flaͤche zwiſchen den Schenkeln, und wenn es 
ihm evident ſchiene, an die unendlich groſſe Flaͤche und 
an unendlich lange Schenkel allemahl zu denken, wenn 
vom Winkel die Rede tft: allein dee Anwendung welche 
er davon macht, iſt aͤuſſerſt unerwartet: alſo gleich eine 
kleine Probe davon. ‘ 


In 


1 8. 
Dig. 
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In der 13 Figur iſt der Winkel FBD — ECD, 
alfo die Flaͤche des Winkels FBD — der Fläche des Win⸗ 
kels ECD. (1 lehrſatz) Aber die Flaͤche FBD der 
nach E und F hin unbegraͤnzten Flaͤche FBCE-L der Flaͤ⸗ 
che ECD, folglich die Flaͤche FBCE+ Fläche ECD= 
Flaͤche ECD Man ſubtrahire ECD auf beyden Seiten, 
fo findet man die Flaͤche FBCE So. 

Wenn ich gegen H. Schulze ſo ſchlieſſen wollte, ſo 
hätte ich den ſtaͤrkſten Verdacht gegen mich, daß es Chir | 
kane, gaͤnzliche Verdrehung des Sinnes fey, in welchem 
der 1 Lehrſatz fey bewieſen worden: und doch iſt nichts ge: 
wiſſer, als daß H. Schulze ſelbſt ſolche ganz unerwartete 
Anwendungen von feinen 1ſten Lehrſatze machet. 


55. §. 
2. Lehrſatz. 


Wenn der Winkel cab groͤſſer ift, als der Win⸗ 
Fel DAB; fo iff auch des erſtern Fläche aeba gröffer, als 
des letztern Flaͤche ADBA, - 


Beweis Denn man lege den Winkel cab auf 
den Winkel DAB fo, daß der Punct a in A und der 
Schenkel ab auf AB fällt; fo kann der Schenkel ac nicht 
in den Schenkel AD fallen, weil ſonſt eab = DAB ware. 
Eben fo wenig kann ac innerhalb dem Winkel DAB in 
Al fallen, weil ſonſt cab kleiner, als DAB waͤre. Mit⸗ 
hin falle der Schenkel ac auſſerhall dem Winkel DAB in 
AC, folglich iſt die Flaͤche des Winkels DAB ein Theil 
der Fläche des Winkels cab. Alſo iſt die Flache aeba groͤf⸗ 
fer als die Flaͤche AD BA. N 

Bis auf die letzte Schlußfolge: 

on, iff die Tläche des Winkels DAB ein Theil 
u. ſ. w. , 2 


ſeht 
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ſteht wiederum alles in jedem Handbuche der Geometrie, 
und was in dieſem Beweiſe liegt „daß muß in einer ver⸗ 
ſtaͤndlichen geometriſchen Sprache fo lauten: 

2) Wenn die Winkel ungleich ſind, ſo koͤnnen ſie 
einander nicht decken. Legt man Spitze auf Spitze und 
uͤberdem das eine Paar Schenkel aneinander; fo falle der 
andre Schenkel des gröffern Winkels aber den andern 
Schenkel des kleinern hinaus. 

Die Richtigkeit der letzten Schlußfolge wird wegen 
der im vor. §. umſtaͤndlich ausgeführten Gruͤnde ſchlech⸗ 
terdings geläugnet. Unbegraͤnzte Flächen kann man nicht 
vergleichen, die eine iſt weder aröffer noch kleiner noch eben 
ſo groß als die andre. Groͤſſen die man vergleichen ſoll 
muͤſſen endlich ſeyn: unendliche Groͤſſen laſſen ſich gar 
nicht vergleichen. : 


Der 3. und 4. Lehrſatz 
ſind die vorigen beyden, umgekehrt, und fallen eben dar⸗ 
um in dem Sinne, wie fie H. Schulze anwendet, ſchlech⸗ 
terdings weg, weil die beyden erſten nicht beſtehen koͤnnen. 
Sie lauten ſo: 

3) Wenn die Flaͤchen zweyer Winkel gleich ſind, 
ſo ſind die Winkel ſelbſt g leich: weil wenn die Winkel 
ungleich waͤren auch die Slächen ungleich ſeyn muͤſten. 
(2. Lehrſatz) 

0 Soll der Satz nicht ganz unbrauchbar ſeyn, ſo kann 
er keinen andern Sinn haben, als dieſen: 

3) Wenn man aus andern Gruͤnden weiß, daß 
nothwendig beyde Paare Schenkel zuſammen fallen 
muͤſſen, wenn Spitze auf Spitze und ein Paar Schenkel 
aneinander gelegt wird; ſo ſind die Winkel gleich. Alſo 
iſt es unmittelbare Anwendung von Euklids 8 er? 
auf Winkel. 


4) Wenn 
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Wenn die Flaͤche des einen Winkels groͤſſer 
als die Flaͤche des andern iſt; ſo iſt auch der erſte Win⸗ 
kel groͤſſer, als der andre Winkel. Denn wenn die 
Winkel gleich waren fo waren die Flaͤchen gleich; Cx Lehr⸗ 
ſat) und wenn der erſte Winkel kleiner als der andre was 
re, ſo wäre des erſtern Flaͤche kleiner als des andern Flas 
che. (2 Serf.) 

Soll der Satz nicht ebenfalls ganz unbrauchbar 
ſeyn, ſo muß er den nachſtehenden Sinn haben: 

4. Wenn aus andern Gruͤnden erhellet, daß bey 
eben der Vorausſetzung wie n. 3. es folle Spitze auf Spi 
tze und ein Paar Schenkel aneinander liegen, das andre 
Paar nicht zuſammen fallen kann; ſo iſt der Winkel groͤſ⸗ 
fer, deſſen Schenkel über den Schenkel des andern hin: 
ausfällt. 

Aus den beygefügten Beweiſen, fo wie fie Herr 
Schulze ſelbſt führer, erhellet, daß der Sinn der Sage 
n. 3. 4. ſchlechthin von dem Sinne der beyden erſten Lehr⸗ 
ſaͤtze abhaͤnge. Wenn der Sinn, worin die ıften bey⸗ 
den lehrſaͤtze genommen werden ſollen, mit allen ſonſt an⸗ 

genommenen geometriſchen Grundlehren ſtreitet; fo kann 

auch der Sinn des zten und 4ten lehrſatzes kein andrer 

ſeyn, als der, welchen ich hier angegeben habe. Die 

Winkelflaͤchen gehören ſchlechterdings nicht hieher, (54. 
§.) oder hoͤchſtens nur ſoweit als fie begraͤnzt find: weil 

aber dieſe Flaͤchen nicht ganz begraͤnzt ſind, ſo kann hier 

keine Frage davon ſeyn, ob ſie gleich oder ungleich groß 

ſind. Nur begraͤnzte oder wie man ſonſt ſpricht, endli⸗ 
che Groͤſſen kann man vergleichen, beym Unbegraͤnzten 

Hort alle Vergleichung auf. (1 Abhandlung 34. 35. $.) 

Bey andern Schriftſtellern erſcheinen dieſe erſten 4 lehr⸗ 

fage in einem ganz andern lichte. Die Sage n. 3. 4. 

träge man zuerſt vor, wie ich es ſchon im 54. $. bemerkt 

habe. Der Satz n. 3. iſt unmittelbare Anwendung des 


Grundſatzes der Congruenz, der Satz n. 4. folgt daraus, 
weil 
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weil nach der zum Grunde liegenden Vorausſetzung ein 
Theil des einen Winkels den andern ganzen Winkel deckt. 
Die Gage n. 1 und 2 folgen aus 3 und 4, nach der oben 
im 37. H. von mir angezeigten Art zu ſchlieſſen. Aus 
dieſem allen ergiebt ſich zur Genuͤge was vom Inhalt der 


Anmerkung 


beym 4 behrſatze (70. S.) zu halten fey. Das De 
cken der Winkel iſt ganz was anders als das Decken der 
Flächen: Winkel decken einander, wenn Spitze auf Spt: 
tze liegt, und die Schenkel an einander ſchlieſſen, diefe 
moͤgen lang oder kurz, gleich oder ungleich lang ſeyn: be⸗ 
kanntermaſſen tft es gar nicht noͤthig, daß die Endpunete 
auf einander fallen. Ob die Winkelflaͤchen einander de⸗ 
cken, davon kann gar keine Frage ſeyn, weil wenigſtens 
an einer Seite der Spitze gegenuͤber keine Graͤnzen ſind, 


die zuſammen fallen konnten. 


a 56. §. 

Wenn man Winkelflaͤchen und Winkel als gleich: 
guͤltige Dinge anſiehet, und wenn man ſich erlaubt, un⸗ 
begraͤnzte Flaͤchen zu addiren, auch eine von der andern 
zu ſubtrahiren; ſo gehet es freylich mit den Beweiſen der 
folgenden sehrfage vortreflich von ſtatten. 


5. Lehrſatz. 


Wenn grade Linien CF, CD, die einander ſelbſt in 29. 
C ſchneiden, von einer dritten MB in A und l geſchnitten * 


werden; fo iſt der aͤuſſere Winkel CiB gedffer, als der 
entgegen geſetzte innere CAB. b : 

Beweis. Mau verlaͤngere FC willkuͤhrlich bis N, 

und ziehe durch N und I die grade Linie NQ fo beſtehet 
die Flaͤche des Winkels MID aus der Flaͤche des Win: 
kels MAF, aus der unbegraͤnzten Flache Fal und aus 
der Fläche des Winkels ub, folglich iſt die Flaͤche des 
M Win⸗ 
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Winkels MID gröffer als die Fläche des Winkels MAF, 
weil das ganze groͤſſer, als ein Theil deſſelben iſt, alfo 
iſt auch der Winkel MID gröffer als der Winkel MAF 
nach dem 4. Lehrſatz. (fo wie ihn H. Schulze verſtehet 
und angewandt wiſſen will) Weiter ft MD==CiB, wie 
man ſonſt weiß, und MAF = CAB, alſo auch CIB 
CAB. 


57. K. 

Gegen den lehrſatz ſelbſt iſt nichts zu erinnnern, weil 
ihn Euklides (1 Buch 16 Sah) unabhängig von feinem 
XI. Grundſatz völlig ſcharf bewieſen hat: deſto mehr aber 
gegen den hier vorgetragenen Beweis. 

I. Auf der 58. Seite ſagt Herr Schulze, daß in 
feiner ganzen erſten Beweisatt der Theorie der Parallelli⸗ 
nien, welche eben diejenige fen, die in einem Euklideiſchen 
Syſtem der Geometrie vorzugsweiſe vor den beyden uͤbri⸗ 
gen gewaͤhlt werden muͤſſe, die Unendlichkeit der Winkel: 
flächen in gar keine Betrachtung komme, ſondern die 
Groͤſſe derſelben fo, wie Sey jeder endlichen Flaͤche beur- 
theilet werde. Wie das behauptet werden koͤnne, weiß 
ich nicht, da doch die Beweiſe der erſten vier Sehrfäße ſich 
ganz eigentlich darauf gruͤnden, daß man ſich ſowohl die 
Schenkel des Winkels, ohne Ende verlängert als auch 
die Flaͤche, welche zwiſchen den Schenkeln ohne Ende fort 
enthalten iſt, eben fo vorſtellen muß Einmahl iſt das 
der im 53. H. angeführten 4 Erklärung von dem was 
Winkelflaͤche fen, gemäß. Ferner kommt in den Beweis 
ſen der erſten beyden lehrſaͤtze, wovon die Beweiſe des 3 
und 4. Lehrſatzes abhängen, alles darauf an, ob die Flaͤ⸗ 
che des einen Winkels die Flaͤche des andern deckt oder 
nicht deckt: hier muß doch wohl das Wort Flaͤche des 
Winkels ſo verſtanden werden, wie es der unmittelbar 
vorhergehenden 4 Erklarung gemäß iſt. Wenn auch die⸗ 
ſer Sinn des Wortes Winkelflaͤche nicht vorausgeſetzt 
wird; fo fälle vollends aller Schein eines Beweiſes der 

bey⸗ 
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Er 
beyden erſten lehrſaͤtze weg. Iſt es nicht nothwendig, daß 
man ſich Schenkel und Flaͤche unendlich groß denke, ſo 
kann man ihnen ja ganz willkuͤhrliche Graͤnzen geben, wie 
BGHC, FKLME; (20 Fig.) und BGHKC, FMNOE: 
(21 Fig.) werden nun die Flächen der gleichen Winkel 
BAC, FDE einander noch decken? wird die Flaͤche des 
groͤſſern Winkels EDE noch groͤſſer ſeyn, als die Fläche 
des kleinern BAC? Wenn gleich im Beweiſe des 5 lehr⸗ 
ſatzes das Wort unendlich nicht ſteht, ſo iſt doch die Sa⸗ 
che da: denn nur dieſe Vorſtellung bringt einigen wiewohl 
freylich nur ſcheinbaren Zuſammenhang in den Beweis 
hinein, und die letzte hier im 56. F. mit andrer Schrift 
gedruckte Schlußfolge beruhet einzig und allein auf dem 
4 lehrſatze. 5 


58. | 

2 Die im 54 und 55. F. vorgetragenen Gruͤnde 
gegen die Guͤltigkeit der Beweiſe des 1 und . lehrſatzes 
find zugleich eben fo viele Gruͤnde gegen die Gultigkeit des 
Beweises dieſes 5 lehrſatzes: alſo koͤnnte das bisherige 
ſchon genuͤgen, um die Unguͤltigkeit der erſten Beweisart 
darzulegen. Es kommt nemlich alles darauf an, ob der 
Schluß gelte: ein Winkel iſt groͤſſer als ein andrer, 
alſo die Flaͤche des erſten groͤſſer, als die Flaͤche des 
andern; 2 Sebrf.) auch wieder umgekehrt: die Flaͤche 
des einen iſt groͤſſer als die Fläche des andern Winkels, 
alfo der erſte Winkel groͤſſer, als der andre J ehrſ.) 
Ich will dieſe Art zu ſchlieſſen völlig fo, wie es H. Schuß 
ze macht, auf den folgenden 


6 Lehrſatz und die 1 Aufgabe 


anwenden, fo kann ich beweiſen, daß in dem Lehrſatze ei⸗ 
ne unmoͤgliche Bedingung zum Grunde liege, und daß 
die Auflofung der 1 Aufgabe unmoͤglich fey. Jenes iſt 
der bekannte lehrſatz. a 
; M 2 Wenn 


22 
dig. 


337 


Sig. 
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Wenn AB, CD, von KL in G und F ſo geſchnitten 
werden, daß 
1. KGD = KFB 

oder 2. CGL=KFB 

oder 3. LGD -—LKFB= 2 R iſt; 
fo find AB und CD parallel. Ich ſage 

1. Es kann unmoͤglich KGD = KFB angenommen 
werden. Denn die Winkelflaͤche KFB beſtehet aus der 
Winkelflaͤche KGD und der unbegraͤnzten Flaͤche zwiſchen 
GF, GD, FB, alſo iſt die Flaͤche des Winkels KFB groͤſ⸗ 
fer als die Flaͤche des Winkels KGD, folglich auch der 
Winkel KEB KGD. (4 lehrſ.) i 

2. Es kann unmöglich CGL==KFB angenommen 
werden. Denn vermoͤge des bewieſenen n 1. iſt KFB 
KG: ſollte nun CGL=KFB ſeyn, fo ware auch CGL 
>KGD, und das ſtreitet mit dem bekannten lehrſatz, daß 
CGL = KGD ſeyn muͤſſe. 

3. Es kann unmoͤglich LGD 4- KFB= 2R ange: 
nommen werden. Denn es ift KFB Y KGD (n. 1.), alfo 
wäre LGD+KFB>LGD--KGD. Aber LGD KGD 
Sa, weil es Nebenwinkel find, mithin allemahl LGD 
--KFB> 2 R. : 
Die 1. Aufgabe lehrt nach dem Euklides durch G 
mit AB eine Parallellinie zu ziehen. Man ſoll nemlich 
die Wechſelswinkel CGL, KFB, gleich groß machen, wel; 
ches vermoͤge des bewieſenen (n. 2.) unmöglich iſt. 


39. 8. | 

Sollten dieſe Verwirrungen, welche die Schrfäge 

des H. Schulze, ſo wie er ſie ſelbſt anwendet, ganz au⸗ 

genſcheinlich anrichten, ihn nicht aufmerkſam machen. 

Petrus Ramus hat, wie H. Schulze auf der 30. S. 

anfuͤhrt, durch feine philoſophiſchen Grundſaͤtze, wodurch 

er die Geometrie zu erleichtern dachte, ihr ihre ganze 

Wuͤrde genommen, indem er ihre Evidenz ganz zu Grun⸗ 
: de 
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de richtete. Sollte mein bisheriger Vortrag nicht beym 
H. Schulze auch für jetzt allererſt nur den entfernten Ver⸗ 
dacht erregen, daß er ſelbſt in der Gefahr ſey, indem er 
durch feine vermeinten neuen lehrſaͤtze die Geometrie auf⸗ 
zuklaͤren denkt, nicht allein die Evidenz ſondern das ganze 
Syſtem ſelbſt zu Grunde zu richten! Sein ganzer bisher 
von mir beruͤhrter Vortrag enthaͤlt nicht das mindeſte, das 
ihm dienen koͤnnte, die von mir im vor. 58. §, aus feinem 
Syſtem richtig hergeleiteten anſtoͤſſigen Folgerungen ab⸗ 
zulehnen. Eine Gegenerwiederung bleibt ihm zwar 
uͤbrig, die ſich aber auf etwas gruͤnden muß, wovon 
bisher noch nichts erwehnt iſt. Bey der zweyten und 
dritten Beweisart wird es vorkommen, darum beruͤhre 
ich es hier nur kurz, damit es nicht ſcheine, als hätte ich 
es uͤberſehen. H. Schulze wird erwiedern; die unbe⸗ 
graͤnzte Fläche BFGD fey eine wahre Null gegen die Wins 
kelflaͤche KGD, und koͤnne fie weder vermehren noch ver⸗ 
mindern. Ich behalte mir alſo vor, bald nachher zu zei⸗ 
gen, daß der Beweis, welchen H. Schulze weiter unten 
für dieſe Behauptung vortraͤgt, nicht einmahl nach dem 
bisherigen hoͤchſtunvollkommenen algebraiſchen Sprachge⸗ 
brauch in der Lehre vom Unendlichen, und noch vielweni⸗ 
ger geometriſch richtig ſey. 
60. §, 
Der 7 Lehrſatz. 

iſt Euklids XI Grundſatz: wenn CF, GD, von 2. 
MB in A und I fo geſchnitten werden, daß GIB> CAB V. 
iſt; fo laufen FC, DG, nach C und G verlängert zu⸗ 
ſammen. i 

Beweis. Wenn dieſes nicht erfolgte, ſo bliebe 
18 ohne Ende fort beſtaͤndig auf eben derſelhen Seite von 
Ac, folglich ohne Ende fort innerhalb der Flaͤche des 
Winkels CAB, mithin mare die Winkelflaͤche GIB ein 
Theil der Winfelfläche CAB, Aber der Winkel GIB > 

6 M 3 CAR 
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CAB (hyp.) alſo auch die Winkelflaͤche GIB > CAB, (2. 
Lehrſ.) mithin ein Theil gröffer als das Ganze. ꝛc. 

Wenn nur der letzte Widerſpruch ſo offenbar aus 
den Praͤmiſſen folgte, als er ſelbſt offenbar iſt; fo wollte 
ich der erſte ſeyÿn, der dem H. Schulze den waͤrmſten 
Dank bezeugte, daß er uns eine Schwierigkeit gluͤcklich 
gehoben hatte, die fo lange ein Stein des Anſtoſſes gewe⸗ 
fen iff. Allein was ich einzuwenden habe, das ergiebt ſich 
nun aus dem vorhergehenden von ſelbſt. 1) Die Win: 
kelflaͤchen BIG, BAC, find beyde unbegraͤnzt, (4. Erkl.) 
alſo laſſen fie ſich nach ſonſt bekannten Grundſaͤtzen, die 
nur fuͤr endliche Groͤſſen gelten, nicht vergleichen Der 
Schluß folgt nicht, weil der Winkel GBS CAB ſeyn 
ſoll, fo iſt auch die Winkelflaͤche GIB> die Winkelflaͤche 
CAB, denn der Beweis des 2. Lehrſatzes iſt ganz unguͤltig. 
Wird dieſer lehrſatz zugeſtanden, fo kehre ich nach dem 
4 lehrſatz, der aus jenem folgen ſoll, das ganze Argu⸗ 
ment um, und beweiſe, daß es unmoͤglich ſey, anzuneh⸗ 
men, es koͤnne GiB>CAB ſeyn. N 


Die Fläche des Winkels CAB beſtehet aus der Flaͤ⸗ 
che CAIG und aus der Fläche GIB, alſo it die Winkel⸗ 
fläche CAB als das Ganze > die Winkelflaͤche GIB, die 
von jener nur ein Theil if: mithin tt nach dem 4. Lehr⸗ 
ſatz allemahl der Winkel CAR>GIB, und die Bedin⸗ 
gung des Lehrſatzes, daß GIB>CAB ſeyn ſoll, iſt un⸗ 
moͤglich. Will H. Schulze erwiedern, zur Winkelflaͤche 
GIB gehöre noch ein groſſes Stuͤck jenſeits AC, welches 
weit mehr betrage, als was zwiſchen Al, AC, IG, liegt; 
ſo antworte ich, das ſey grade das, was allererſt be⸗ 
wieſen werden ſollte. Man kann nicht wiſſen, ob jen⸗ 
ſeits AC noch etwas zur Winkelflaͤche BIG gehört, bevor 
man weißt, daß 1G und AC einander ſchneiden, und gra⸗ 
de das ſollte bewieſen werden. 


7 


61.5. 
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61. . 5 
Man überfeße den vermeinten Beweis dieſes 7. Lehr⸗ 

ſatzes aus der Sprache des H. Schulze in die richtige geo⸗ 
metriſche Sprache, und wende den 4. lehrſatz in ſeinem 
richtigen Sinne an, wie er in allen guten lehrbuͤchern ane 
gewandt wird; fo zeiget ſich alles in feinem rechten lichte. 
Wenn 18 und AC einander nicht ſchnitten, fd bliebe 1G, 
wie man will verlängert, allemahl zwiſchen den Schen⸗ 
keln des Winkels CAB. Wenn nun weiter geſchloſſen 
wird ‘ | BEN 

mithin wäre die Winkelflaͤche GIB ein Theil der Win: 

kelflaͤche CAB, 


ſo heißt das: 

mithin wuͤrde 1G auch zwiſchen AC und AB liegen blei⸗ 

ben, wenn man 1 auf A und IB an AB anlegte. (Wie 

folgt das?) n 
Waͤre dieſe Folge richtig, ſo wuͤrde man weiter ſchlieſſen 
koͤnnen, alſo wäre der Winkel GIB nur ein Theil des 
Winkels CAB, Aber jene Folge iſt mit nichts bewieſen. 
Die bekannte Einwendung gegen andre aͤhnliche Verſuche 
dieſen Satz zu beweiſen behält ihre ganze Kraft: es koͤnnte 
ſich 16 der A0 als einer Aſymtote nähern, und wenn 
man lauf A, IB an AB anlegte, fo koͤnnte IG dieſer Vor⸗ 
ausſetzung unbeſchadet doch über AC hinausfallen. 

62. F. 

Die dem 7. Sehrfaße beygefuͤgte Anmerkung uͤber⸗ 
gienge ich ſehr gern mit einem gaͤnzlichen Stillſchweigen: 
denn ich zweifte gar nicht, daß der wuͤrdige Here Verfaſ⸗ 
fee, der fo feyerlich verſichert, daß es ihm um Wahrheit, 
um augenſcheinliche, anſchauliche Wahrheit zu thun ſey, 
von ſelbſt ſchon geneigt ſeyn werde, ſolche Behauptungen 
zuruck zu nehmen, als ich hier zu meiner aͤuſſerſten Be- 
fremdung lefe. Eine Stelle aber auf der 78 und 79 S., 

- M 4 100: ; 


24. 


Big. 


das 
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womit auch die 62 Seite zu vergleichen iſt, kann ich nicht 


ganz unberuͤhrt laſſen, weil ſie einen gar zu weſentlichen 
Zuſammenhang mit dem uͤbrigen hat. Der Herr Ver⸗ 


faſſer hat, wie dieſe Stelle ungemein einleuchtend zu er⸗ 
kennen giebt, das aͤuſſerſt mangelhafte ſeiner Schluͤſſe 
ſelbſt gefuͤhlt, und hat hier Einwendungen begegnen wol- 
len, wovon er voraus ſahe, daß fie jedem leſer, der nicht 
alles ohne Prüfung anzunehmen gewohnt ſey, beyfallen 
muͤſten. Dieſen Einwendungen muſte begegnet werden, 


und ſollte auch als ein neuer Grundſatz behauptet werden 


muͤſſen, daß ein Theil dem Ganzen gleich ſeyn koͤnne. 
Euklideng 9 Grundſatz, das Ganze fey groͤſſer als fein 
Theil iſt nicht mehr wahr, ſondern nur unter der Ein⸗ 
ſchräͤnkung, wenn fein Nebentheil gegen ihn nicht une 
endlich klein iſt: es muß alſo heiſſen: das Ganze iſt ent: 


weder groͤſſer als fein Theil, oder ihm gleich. 


63. 8. 


Man veraͤndere die Bedingung des 7. Lehrſatzes, und 


faſſe ihn fo: 
Wenn CF, GD, von MB in A und I ſo geſchnitten 
werden, daß GIB = CAB iff, fo laufen FC, DG nach 
Q und G verlängert zuſammen. 

Der Beweis hievon kann voͤllig ſo aus der Natur 
der Winkel bewieſen werden wie der Beweis im 60. H. ge⸗ 
fuͤhrt ward. Wenn nemlich FC, DG, nicht zuſammen 
liefen, fo bliebe iG ohne Ende fort innerhalb der Flaͤche 
des Winkels CAB, mithin mare die Winkelflaͤche GIB 
ein Theil der Winkelflaͤche CAB. Aber der Winkel GIB 
CAB (hyp.), alſo auch die Winkelſtaͤche GIB=CAB, 
(1 lehrſ.) mithin wäre ein Theil den ganzen gleich, dem 


9 Grundſatz benm Euklides entgegen. 


Herr Schulze fahe alſo ein, daß man nach feinen 
ae e und nach der Art wie er ſie anwendet, grade 
zegentheil deſſen beweiſen konne, was feinem eige⸗ 

f nen 


r 
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nen Geſtaͤndniſſe nach (Anm zum 8. lehrſ. 71. S) Gu⸗ 
klides im 16. Satz des 1. B. in aller Schärfe bewieſen 
hatte, auch grade das Gegentheil deſſen, was Herr Schul⸗ 
ze ſelbſt in feinem sten lehrſatze aus der Natur der Win⸗ 
kel aufs ſchaͤrfſte bewieſen zu haben glaubte: und doch 
ward ihm dieſe Natur der Winkel, oder vielmehr der 
Winkelflaͤchen, fo wie er fie feſtgeſetzt zu haben glaubte, 
nicht verdaͤchtig? Freylich wohl, aber der Sache war noch 
zu helfen, es durfte nur behauptet werden, ein Theil 
koͤnne dem ganzen gleich ſeyn, ſo war der letzte hier 

gefuͤhrte Beweis entkraͤftet. Indeſſen ſoll dieſes doch nur 

ſo ſeyn koͤnnen, wenn der Nebentheil Null iſt, oder wenn 

man will, gegen das Ganze Null oder unendlich klein 

iſt: alſo hatte doch bewieſen werden muͤſſen, daß zwar in 

der 24ſten Figur der Nebentheil AIGC gegen das Ganze 

Null, aber in der 23 Fig. eben dieſer Nebentheil AIGC 

gegen das Ganze nicht Null fen, wenn man beydemahl 

vorausſetzt, daß 18, AC einander nicht ſchneiden. 

64. F. 

Ich habe den Beweis des 7 kehrſatzes im 60. §. treulich 
abgeſchrieben, es iſt aber nicht das geringſte in dem ganzen 
Beweiſe zu finden, woraus erhellen koͤnnte, daß unter obiger 
Vorausſetzung in der dazu gehörigen 23 Fig. Al GC nicht So 
fey. Die Annahme ift im 63. §. fo, wie im Goftens, und 
es folgt daraus hier eben fo, wie dort, es muͤſſe IG ohne 
Ende fort innerhalb des Winkels CAB bleiben; daraus 
wird grade zu geſchloſſen, alſo ware die Winkelflaͤche GiB 
ein Theil der Winkelflaͤche CAB; warum folgt denn das 
auch nicht in dem Fall der 24 Figur? Warum ſcheint es 
hier nur zu folgen? wie es auf der 79 Seite zugege⸗ 
ben wird. Die hieher gehoͤrige Stelle lautet ſo: 

daß aber in dieſem Falle, (nemlich GIB==CAB, 24. 

Fig.) die Flaͤche des Winkels GIB in der That der Flaͤ⸗ 

che des Winkels CAB, von welcher fie nur ein Theil 

zu ſeyn ſcheint, gleich ſey, iſt unmittelbar aus dem 
Ms f 


5 1 sehr: © 


186 II. Von den Parallellinien. 


1 lehrſatze klar, alſo iſt dieſes einer von den Faͤllen, 
wo der Theil dem Ganzen gleich iſt, wie in der zwey⸗ 
ten Beweisart noch deutlicher gezeiget werden ſoll. 
Weder im 1 lehrſatz, noch im Beweiſe deffelben iſt 
das geringſte zu finden, woraus das hier behauptete 
klar ſeyn koͤnnte. Der lehrſatz ſagt, wenn die Winkel 
gleich find, fo find ihre Flächen gleich, und die 4te Erz 
klaͤrung ſagt, Fläche des Winkels fen der zwiſchen den 
Schenkein des Winkels befindliche Theil der Ebene. 
Was alſo (24 Fig.) zwiſchen Al, AC, G, liegt, gehört nicht 
zur Winkelflaͤche GIB, wohl aber zur Winkelflaͤche CAB, 
Nach dem Beweiſe des erſten Lehrſatzes heißt die Redens⸗ 
art: gleicher Winkel Flaͤchen ſind gleich, nichts anders, 
als gleiche Winkel ſo auf einander gelegt, daß Spitze auf 
Spitze und ein Paar Schenkel an einander liegt, decken 
einander, ſo daß auch das andre Paar Schenkel an einan⸗ 
der ſchließt. Hier iſt nichts zu finden, woraus erhellen 
koͤnnte, daß in dem Fall der 24 Figur ein Theil dem gan⸗ 
zen gleich ſey: alſo muß man es von der zweyten Beweis⸗ 
art wohl erwarten. 
65. F. 5 
Wenn aber bey der zweyten Beweisart ein ſo ſchlim⸗ 
mer Fehler in den Schluͤſſen zum Grunde liegt, daß ihn 
keiner verkennen kann, der nicht entweder eine gaͤnzliche 
Unbekanntſchaft oder eine viel zu unvollkommene und fluͤch⸗ 
tige Bekanntſchaft mit den erſten Gruͤnden der ſo ge⸗ 
nannten Rechnung des Unendlichen verrarhen will; (denn 
darauf kommt, wie ſich gleich weiter zeigen wird, alles 
an) ſo wird ein Mann wie Herr Schulze, der Wahrheit 
ſucht, (M. ſ. die Vorrede 4. S.) gewiß dieſe vermeinte 
Theorie aufgeben. Wenn der Mathematiker, wie H. 
Schulze mehrmahls ſelbſt verſichert, nicht einmahl mit 
discurſiven Schluͤſſen nach allgemeinen Begriffen zufrie⸗ 
den iff; fo wird er ſich noch vielweniger mit bloſſen Verſi⸗ 
cherungen davon, daß ein Beweis in der gröffeften Stren⸗ 
ge 
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ge gefuͤhrt ſey, beruhigen, und wenn die Verſicherungen 
noch fo feyerlich waren. Ich finde nichts beym bisherigen 
Vortrage der erſten Beweisart, das mich noͤthigte, die 
Flaͤche Al GC (24. Fig.) für Nichts anzunehmen: alſo 
bleibt mir frey, nach den eigenen lehrſaͤtzen des H. Schul 
ze, und nach der Art, wie er ſie anwendet, den nachſte⸗ 
henden Satz zu beweiſen. 

Wenn zwo Parallellinien AB, CD, von einer drits 2 

ten KL in G und F geſchnitten werden, fo iſt 

1. der aͤuſſere Winkel KGD kleiner als der innere KFB, 

2. die Wechſelswinkel CGL, KFB, find ungleich, 

3. beyde innere Winkel LGD, KFB find zuſammen 
groͤſſer, als zwey rechte Winkel. 

Beweis. 1. Die Winkelflaͤche KGD iſt ein Theil 
der Winkelflaͤche KFB, alſo die erſte kleiner als die letz⸗ 
te, (Euklids 9 Grundſatz, der ſo lange gilt, bis be⸗ 
wieſen iſt, daß der Nebentheil BFGD=o fey, ein Ne 
bentheil, der gleichwohl unendlich groß iſt.) Folglich auch 
der Winkel KGD KFB. (2 fehrfaß.) 

2. Ferner iſt CGL KGD, alſo auch CGI. KFB. 

3. Weiter iſt KFB Y CGL, (n. 2.) alſo KFB. 
LGD>CGL-+-LGD. Weil nun CGL-+4+-LGD=2R, 
fo iſt auch KFB+LGD>2R, 

66. H. 
Der 8 Lehrſatz. 

iſt naͤchſt dem 7ten der Hauptſatz der ganzen Thea: 
rie, und man ſucht eben darum einen Beweis des 7ten 
Lehrſatzes, weil man hiernaͤchſt daher den Beweis des Sten 
nehmen kann. Wenn nemlich AB und CD Parallellinien 
ſind, ſo ſoll man beweiſen, es ſey l 


1. = > 


2, CGL=KFB, 
3. KFB-+LGD=2R. . 
Aber 


2. 
Sig. 
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Aber nach eben den Lehrſaͤtzen, und nach eben der Art wie 
fie Herr Schulze anwendet, um den 7ten Sehrjaß zu bes 
weiſen, kann man beweiſen, daß von allen dreyen Be⸗ 
hauptungen das Gegentheil wahr fey. (65. §.) Hier if 
nun wohl an keinen Ausweg weiter zu denken, wofern 
uns die zweyte Beweisart nicht hilft. Vorlaͤufig noch ei⸗ 
ne kleine Bemerkung. In der zweyten Beweisart kommt 
doch wie Herr Schulze ſelbſt auf der 58. und 59 Seite 
bemerkt, bey Vergleichung der Winkelflaͤchen der Begriff 
des Unendlichkleinen und Unendlichgroſſen vor. Wie 
ſtimmt das nun mit der ebendaſelbſt kurz vorhergehenden 
Verſicherung uͤberein, daß in der ganzen erſten Beweis⸗ 
art die Unendlichkeit der Winkelflaͤchen in keine Betrach⸗ 
tung komme, ſondern ihre Groͤſſe eben ſo, wie bey jeder 
endlichen Flaͤche beurtheilet werde? Wenn das richtig iſt, 
ſo bleibet alles das, was ich bisher gegen die erſte Be⸗ 
weisart vorgetragen habe „ in feiner vollen Kraft. Denn 
unter dieſer Bedingung weiß ich nichts von einem Neben⸗ 
theile, der gegen ſein Ganzes verſchwindet. Unter dieſer 
Bedingung ſcheint es nicht allein ſo, ſondern es ſtreitet 
wirklich mit dem Augenſchein, daß die Flaͤche des Win⸗ 
kels GIB der Kläche des Winkels CAB gleich ſeyn ſolle. 
Alſo nun 


die zweyte Bemeisart, 


67. §. * 

Es bleibt bis zum 6 Lehrſatz alles fo wie in be et 
fen: alsdenn aber folgt 

7. Lehrſatz. 
a Wenn in einer Ebene zwo grade linien FC, LK, 
* gon einer dritten MB in A und I dergeſtalt geſchnitten 
werden, daß der aͤuſſere Winkel dem entgegen geſetzten 
innern gleich iſt; fo iſt die Glache Calk, welche zwiſchen 


Al und den beyden linien ‘AC, i enthalten iſt, nach 
ie der 


at 
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der Seite C, K, hin unbegrönzt, und dieſe unbegraͤnzte 
Flache CAIK iſt gegen die Flaͤche des Winkels KIB ein 
voͤlliges Nichts. | 

Beweis. Denn wenn KIB=CAB ift, fo find 
AC, IK, parallel, alfo die Ebene CAIK nach C und K 
hin unbegraͤnzt. Mithin ift die Fläche CAB = KIB + 
CAIK. Nun aber ift die Fläche CaB = KIB, (das foll 
nach H. Schulze aus dem 1 Sehrf. folgen: allein ich haz 
be gezeigt, daß es ſchlechterdings nicht ehe daraus folgen 
koͤnne, bevor bewieſen iſt, daß der Nebentheil CAIK So 
ſey; auch fand ſich S. 79. das Verſprechen, das ſolle in 
der zweyten Beweisart noch deutlicher gezeigt werden. 
M. ſ. oben dem 64. §. Wir find aber ſehr geſchwinde 
fertig; denn aus den beyden Saͤtzen KIB=CAB, und 
CAB=KIB-F-CAIK, ſoll nun ohne weitere Umſtaͤnde 
nach Eukl. 1. Grundſatz 1. B. folgen), alſo iſt die Flaͤche 
KiB= KIB+CAIK, und nun weiter nach Eukl. 
3. Grundſ. die Flaͤche CAIK So. 


68. F. 

Einmahl haben wir alſo in dieſem nach der beyge: 
fuͤgten Anmerkung mit der groͤſten geometriſchen Geren: 
ge abgefaßten Beweiſe nur den kleinen Fehler, wie ſchon 
bemerkt ift, daß das, was allererſt bewieſen werden 
ſollte, ſchon als bekannt vorausgeſetzt wird. Wenn 
uns aber die vorgetragenen Schluͤſſe auch richtig bis zu 
der Folge gefuͤhrt hätten: KIB=KIB+CAIK; fo mi: 
ſten wir doch wohl ein wenig inne halten, um zu fehen, 
wie es nun weiter gehen muͤſſe. Die Folge CAlK o 
wird jeder fuͤr unmoͤglich halten, der ſie nicht wegen an⸗ 
drer vorgefaßter Begriffe ſchon zum voraus als richtig an⸗ 
geſehen hat, zumahl wenn er bedenkt, daß dieſe Folge 
nicht allein richtig ſeyn muͤſte, wenn Al in einer Zeich⸗ 
nung auf dem Papier einen oder wenige Zolle lang iſt, 
ſondern auch alsdenn, wenn gleich AI eine Sänge von 

Cen⸗ 
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Centillionen Erdbahn⸗Durchmeſſern hätte. In der bey: 
gefuͤgten Anmerkung wird uns H. Schulze wohl zurecht⸗ 
helfen, und es findet ſich auch auf der 92 und 93 Seite 
etwas, das uns alle Zweifel benehmen ſoll. Unſer 
Schlußſatz CAlK So ſoll nicht den Sinn haben, als 
waͤre dieſe Flaͤche eine abſolute Null, der H. Verfaſſer 
erkennet ſelbſt, daß es auf den Fall ein Widerſpruch was 
re, ſie eine Groͤſſe zu nennen. Allein wo iſt auch nur 
die geringſte Spur in dem ganzen Beweiſe davon zu fin⸗ 
den, daß der Schlußſatz CAIK o den Sinn habe, 
CAIK fey kein abſolutes ſondern wie es vermoͤge der an: 
gezogenen Stelle behauptet wird, ein relatives Nichts? 
Alſo nun die eigene Erklärung des Herrn Perfaſſers. 
(S. 93.) Die Fläche CAIK iff gegen die Fläche KIB 
unendlich klein, und dieſe gegen jene unendlich groß. 


69. . 

: Auſſer der hier angeführten Behauptung belehret 

uns der H. Verf. noch kurz und gut davon, daß verſchie⸗ 
dene Ordnungen des Unendlichkleinen moͤglich ſind, und 
was dem anhaͤngig iſt: kurz hier wird der Anfaͤnger, der 
die Theorie von den Parallellinien lernen ſoll, mit den ſo 
oft gemißbrauchten algebraiſchen Rechnungsregeln unter: 
halten, als waren das alles ganz apodietiſche und im vols 
kommenſten lichte erſcheinende geometriſche Grundwahr⸗ 
heiten. In der vorſtehenden 1 Abhandlung habe ich mich 
Aber das alles umſtaͤndlich erklart: hier will ich annehmen, 
daß dieſe ganze herrliche kehre dem Buchſtaben nach wahr 
ſey, und dieſer Vorausſetzung gemaͤß den Schluͤſſen des 

Schulze weiter folgen. Vermoͤge feiner eigenen Lehre 
iſt CAIK unendlich groß, alſo fo etwas, das man mit oo 
bezeichnet. Unten S. 93. heißt es jede begraͤnzte Flaͤche 
oder ebene Figur (alſo jede endliche Flaͤche) iſt gegen die 
unbegraͤnzte Fläche CAIK unendlich klein: alſo gewiß 
Calk == co. Dieſe iſt wiederum gegen die Flaͤche KIB 


uns 
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unendlich klein, alſo KIB = , oder wenigſtens doch 
KIB= ffn, wenn auch min ein aͤchter Bruch waz 
re: anſtatt deffer will ich kuͤrzer oom ſchreiben mit der 
Vorausſetzung, daß m> ı fey. Demnach iſt die Ueber⸗ 
ſetzung unſrer Schlußfolge KIB=KIB+ CAIK in die 
algebraiſche Sprache dieſe om = oom 00, Welcher 
mathematiſche Schriftſteller von Leibnitzen bis auf Eulern 
giebt nun dem Herrn Schulze die Erlaubniß weiter zu 
zuſchlieſſen? alſo iſt o = oo. Ich kann mich zwar hie⸗ 
bey auf die vorſtehende 1. Abhandlung im 34 und 38 $. 
beziehen, will aber die dort ſchon angezogene Stelle aus 
H. Eulers Differentialrechnung Cap. II.. §. 96. pag 86. 
hier lieber ganz herſetzen, um dem leſer die Mühe des Nach⸗ 
ſchlagens zu erſparen. 

In quantitatibus infinite magnis dantur rationes geo. 
metricae aequales, eum tamen arithmeticae ſint quan · 
tumvis inaequales, Si enim a et b denotent quantitates 


; SE a a 

finitas, hae duae quantitates infinite —— +b et 
dx dx 

rationem habent geometricam aequalitatis; erit enim quo- 


dx 
tus ex earum diviſſone ortus =1-4+-——. = 1, ob dx 
a 


So: interim tamen, fi arithmetice comparentur, ob 
differentiam b, ratio erit inaequalitatis. (Alſo ſoll 


a 
man aus der Gleichung — ＋ b= N nicht die Fol⸗ 
dx : dx 
; ia a a a 
ge ziehen b o) Simili modo — + —— ad — ra- 
dx dx dx? 


tionem geometricam habet aequalitatis, exponens enim 
rationis eft I dx I; verum tamen differentia eft 


~~ ideoque infinita, (Noch vielweniger foll man alſo 
* 
aus 
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en ee 
aus der Öleihung — + — = — die Folge 
h : dx? de. aE a dx 
=o ziehen.) 


70. F. 

Man mache nun die Anwendung auf H. Schulzens 
Vortrag. Nach ſeiner eigenen Erklärung iſt der Aus: 
druck KIB = KiB-+-CAIK fo etwas, wie om = om 
©, wenn m iſt: alſo folgt daraus ſchlechterdings 
nicht © o, oder hier CAlK o; eine ſolche Folge 
ziehen, das heißt wider die erſten Grundregeln der Rech⸗ 
nung des Unendlichen anſtoſſen. Wie ſiehet es alſo mit 
dem neuen Grundſatze aus: das Ganze kann einem Thei⸗ 
fe gleich ſeyn, wenn fein Nebentheil gegen ihn Null iſt? 
H. Schulze ſagt ſelbſt, daß er eine relative Null verſtehe, 
und in dieſem Sinne iſt der angefuͤhrte Satz ſo wenig ein 
feſter Grundſatz, daß er vielmehr grundfalſch iſt. Wenn 
A= BC, und C endlich oder unendlich groß, in Ver: 
gleichung mit B aber nach dem gemeinen Sprachgebrauch 
unendlich klein iſt; ſo iſt es den erſten Grundſaͤtzen der 
Rechnung des Unendlichen zuwider, was H. Schulze auf 
der 77. S. behauptet, daß die Groͤſſe B unveraͤndert 
bleibe, man mag C zu ihr addiren oder davon ſubtrahi⸗ 
ren. Es iſt ſo wenig jedem Mathematiker bekannt, daß 
vielmehr Euler und mehr andre verdiente Mathematiker, 
die doch wohl wiſſen, was Rechnung des Unendlichen iſt, 
grade das Gegentheil lehren. 5 

Was eigentlich haͤtte bewieſen werden muͤſſen, wenn 
das hätte das Reſultat ſeyn ſollen, was H. Schulze S. 
93 eigentlich im Sinne hat, das waͤre die Gleichung 


Aik PEST ns aca xt, 
— =O, und hievon iff Nichts in dem vermeinten 
Beweiſe zu finden. Die Anlage zu einem ſolchen Bewei⸗ 
ſe koͤnnte doch wohl keine andre als dieſe ſeyhn. Man muͤ⸗ 
ö fie 


\ 


II. Von den Parallellinien. 183 


fie KIB als ein Parallelogramm mit zwey unendlich grof: 
fen Seiten K, 1B, und CAIK als ein Paralleiogramm 
mit einer unendlich groſſen Seite A0 und einer endlichen 


Seite Al betrachten; das wuͤrde CAIK = Ai. AC ſin. A, 


CAIK : al 
und KIB==IK, IB. fin. A, alſo a == — geben, 
1 


IB 
wie es ſeyn muͤſte. Aber kann man Beweſſe aus den Ei⸗ 
genſchaften der Parallelogramme hernehmen, um die 
Theorie von den Parallellinien darauf zu bauen? waͤre 
das nicht wiederum ſchon Vorausſetzung deſſen was er⸗ 
wieſen werden ſoll? Geſetzt man konnte auch mit dem 


CalK 
Beweiſe daß sane fey, auf andre Art fertig 


werden, fo ergiebt fich doch aus dem Inhalte des 69. $, 
daß der Satz KiB = KiB+.CAIK dennoch grundfaſſch 
bleiben wuͤrde. Wer Beweiſe von der Art, welche fich 
auf ſo erweißlich fehlſame Begriffe und Vorſtellungsarten 
gruͤnden, als geometriſche Vorſtellungsarten gelten laſſen 
kann, auf den ruhet Euklidens Geiſt gewiß nicht. 
N 
Ich zweifle im geringften nicht, daß Herr Hofpre⸗ 
diger Schulze durch ſeine eigenen Bemerkungen, wovon 
oben die Rede war, ſich von der Fehlſamkeit ſeines ver⸗ 
meinten Prineips uͤberzeuget haͤtte, wenn die bisher uͤblich 
geweſene Sprache in der zehre vom Mathematiſch Un? 
endlichen ihn nicht verleitet haͤtte, ſich uͤber die ſehr ge⸗ 
gründeten Zweifel, die ihm ſelbſt beyftelen, hinweg zu fe: 
fen. Ein redendes Beyſpiel von dem, was ich in meiner 
voranſtehenden l. Abhand ung an mehrern Stellen geſagt 
habe, daß der gemeine Vortrag in der tehre von Unendli⸗ 
chen aͤuſſerſt nachtheilige Folgen habe. Was hilft das al⸗ 
les, wenn man zu feiner Entſchuldigung anfuͤhrt, daß er 
richtig erflärt werden konne, wenn er von fo wenigen rich⸗ 
tig erffärt wird, und wenn vermoͤge der Erfahrung fo 
aͤuſſerſt fehlſame ange ~ davon gemacht =. 
: daf 
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daß es alle Erwartung überſteigt. Eben derſelbe Schrift: 
ſteller, der auf allen Seiten von Evidenz, von intuitiver 
Erkenntniß in der Geometrie redet, der vom Geometer 

dert, daß er von jedem ſeiner Begriffe nicht nur die 
Moglichkeit überhaupt, ſondern ſogar die Art derſelben 
aufs ſchärfſte beweiſen fell, nach deſſen Verſicherung ſelbſt 
her) den Gegenſtaͤnden der Mathematik die Evidenz ſo⸗ 
gleich verſchwindet, ſobald man ſie ohne Conſtruetion blos 
discurſiv nach bloſſen allgemeinen Begriffen behandelt; 
eben dieſer Schriftſteller verſichert, durch Anwendung der 
Begriffe des Unendlichgroſſen und Unendlichkleinen beym 
Portrage der allererſten Gruͤnde der Geometrie leide die 
Strenge und Evidenz der Beweiſe ſo wenig, daß vielmehr 
der Begriff des Unendlichen eben dadurch ſogleich dem An⸗ 
fanger ganz anſchaulich gemacht werde. Noch eben die⸗ 
ſes Schriftſtellets Verſicherung wird eben dadurch die Vor⸗ 
ſtellung, wie eine wirkliche beſtimmte Groͤſſe gegen eine 
andre ein wahres relatives Richts ſeyn konne, fo daß 
letztere weder durch Addition noch Subtraction der er⸗ 
ſtern veraͤndert wird, (wenn gleich Euler und andre ver⸗ 
diente Schriftſteller grade das Gegentheil lehren) ganz 
evident und ganz apodietiſch im vollkommenſten Licht 


dargeſtellet. Noch mehr, der Begriff des Unendlichgroſ⸗ 


ſen und Kleinen wird in einem noch weit hoͤhern Grade 
anſchaulich, wenn der Anfänger mit der gröften Evidenz 
einfehen lernt wie eine Groͤſſe, die gegen eine andre un⸗ 
endlich klein, oder ein wahres Nichts iſt, dennoch gegen 
eine dritte unendlich groß ſeyn koͤnne, und wie es daher 
unzaͤhlig viele Grade oder Ordnungen des unendlich Groſ⸗ 
ſen und Kleinen geben koͤnne. Die Evidenz der Geometrie, 


welche bisher in einem fo groſſen Ruf geſtanden hat, be⸗ 


ſtehet alſo nun nicht mehr darin, daß fie mit den bekann, 
teſten Begriffen des gemeinen Lebens anfängt, die man ſonſt 
auch notiones communes nannte: kuͤnftig wird ſie darin 
beſtehen, daß man mit Begriffen anfängt, die wider alt 


len geſunden Menſchenverſtand ſind. Herrliche Fruͤchte 
davon, 


| 


| 
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davon, daß man die algebraiſche Sprache, die nichts an; 
ders, als Zeichen- und Rechnungsſprache, und noch daz 
zu nach Leibnitzens eigenem Zeugniffe nicht einmahl richtige 
Sprache, ſondern nur toleranter vera iſt, fo uͤberſetzt, 
und in die Sehrbücher der Elementargeometrie gebracht hat, 
als wenn das alles eine ſehr genau richtige geometriſche 
Sprache waͤre. a ar 


3 
Damit es nicht ſcheine, als ob ich eine Stelle (91. 
92. S. uͤberſehen hätte, oder mit Vorbedacht gar nicht 
haͤtte beruͤhren wollen, wodurch nach H. Schulze nicht al⸗ 
lein fein erſter und dritter lehrſatz, ſondern auch dasjeni⸗ 
ge, was er in der Anmerkung zur erſten Beweſsart, die 
Einſchraͤnkung des 9. Grundſatzes beym Euklides betref- 
fend, beygebracht hat, ſeine völlige Aufklärung erhalten 
ſoll; will ich fie lieber ganz herfeben. Sie foll die Wahr⸗ 
heit des Satzes, daß die Flaͤche CAIK, ob fie gleich an rs. 
ſich ſelbſt betrachtet von unendlicher Gröffe iff, in Ver dis. 
gleichung mit der Flaͤche des Winkels Kaß ein wahres 
Nichts ſey, auch auf eine andre Art, als im 7. lehrſatz 
(hier $. 67.) ganz evident zeigen. 
„Man ſetze z. B. die grade finie MB gehe nach beyden 
Seiten ohne Ende fort, und nehme in derſelben einen 
beliebigen Punet wan; fo iſt offenbar die ohne Ende 
forigehende linie IB eben fo groß, als die nach der an- 
dern Seite ohne Ende fortgehende linie IM: denn 
wenn man die eine auf die andre legt, fo decken fie ein: 
ander ohne Ende, folglich it B AMB. „, a 
Mir iſt von dem allen gar nichts Sondern vielmehr das Ges - 
gentheil offenbar. Wenn mir offenbar ſeyn ſoll, daß ei⸗ 
ne sinie die andre decke, fo muß ich nicht allein beyne Une 
fangspuncte auf einander legen koͤnnen, ſondern auch wif 
fer, wo ich die Endpunete fuchen ſoll, damit ich entwe⸗ 
der mit Augen ſehen kann, daß fie auf einander fallen, 
wenn die linien ſelbſt an einander liegen, oder damit ich 
mich durch Schluͤſſe Überzeugen kann, daß es der Erfolg 
N 2 feyn 
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ſeyn muͤſſe. Weil aber IB und IM keinen Endpunet baz 
ben, ſo koͤnnen hier auch keine Endpuncte auf einander 
fallen. Nach meinen Begriffen alſo, die ich in der vor⸗ 
ſtehenden Abhandlung umſtaͤndlicher vorgetragen habe, iſt 
1B weder eben fo groß noch groͤſſer noch kleiner als IM. 
Unbegraͤnzte, oder wenn man will unendliche, Groͤſſen 
laſſen ſich gar nicht mit einander vergleichen: dieſemnach 
hat der Schlußſatz, „folglich IB = z M,, gar keinen maz 
thematiſchen Sinn, MB hat ſogar weder Anfangs: noch 
Endpunct. a 

„Allein aus eben dem Grunde folgt, (ſo faͤhrt H. 
Schulze fort 92. S.) daß auch AB= AM iff: denn wenn 
man AB auf AM legt, fo decken fie einander gleichfalls 
ohne Ende fort, folglich iff auch AB = IMB. Mithin 
it IB = AB. (Der Schluß gilt wegen der angeführten 
Gruͤnde nicht: aber 

wenn er auch gültig waͤre, fo hätten wir doch in dem 
gleich folgenden einen neuen Fehlſchluß.) Da nun 
AB IBA Al iff; fo it IB IB Al, alſo Al go, 
d. h. Al iſt gegen den ohne Ende fortgehenden Schen⸗ 
kel IB ein wahres Nichts., 
Was im 69. und 70. F. gegen dieſe Art zu ſchlieſſen iſt 
erinnert worden, das trift hier die letzte Schlußfolge eben⸗ 
falls. Die versprochene völlige Aufklaͤrung iſt hier alfo 
keinesweges zu finden. Uebrigens faͤllt der Beweis des 
8 Lehrſatzes mit dem 7ten lehrſatze und deſſen Beweiſe von 
ſelbſt weg: alſo leiſtet mir wenigſtens die zweyte Beweis⸗ 
art ſo wenig als die erſte cin Genuͤge. f 
8 73. H. 
Dritte Beweisart. 

Bey dieſer werde ich kuͤrzer ſeyn koͤnnen, als bey 
den vorigen beyden, weil alles dazu vorbereitet iſt. Aus 
dem ten lehrſatze der 2ten Beweisart, (hier im 67. H.) 
welcher mit zur Reihe der lehrſaͤtze der dritten Beweisart 
gehört, wird hier der Beweis des gten lehrſatzes gefolgert: 

dem⸗ 
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demnach muß dieſer gte lehrſatz ſchon von ſelbſt wegfallen, 
wenn der Beweis des ten fehlerhaft iſt. Weil indeſſen 
vielleicht nicht jeder Sefer diefer Abhandlung die Schrift 
des H. Schulze ſogleich bey der Hand hat, will ich den 
Vollſtändigkeit wegen den Lehrſatz mit feinem Beweiſe 


herſetzen. 
8. Lehrſatz. 

Wenn man durch die Schenkel FG, FB eines Win⸗ a 
kels GFB eine beliebige grade Linie DC ziehet; fo iſt das 
Dreyeck FDC gegen die Flaͤche des Winkels GFB ein voͤl⸗ 
liges Nichts, und daher die unbegraͤnzte Flaͤche CD GB, 
die zwiſchen CD, DG, und CB ohne Ende fort enthalten 
ift, eben fo groß, als die Flaͤche des Winkels GEB. 

Beweis. Denn man mache den Winkel GDI= 
GFB, fo ift die unbegraͤnzte Fläche FDIB gegen die Flaͤ⸗ 
che des Winkels GDI! ein voͤlliges Nichts. (7 lehrſ. der 
2 Beweisart, hier im 67. J. Weil die Falſchheit dieſes 
kehrſatzes einleuchtend genug bewieſen iſt, fo fällt alles 
übrige von ſelbſt weg.) Da nun das Dreyeck FDC bloß 
ein Theil der Flaͤche FDIB iſt; fo iſt um fo mehr das 
Dreyeck FDC gegen die Fläche des Winkels GDI ein 
Nichts, folglich auch gegen die Flaͤche des Winkels GEB 
(I. Lehrſ.) Nun iſt die unbegraͤnzte Flaͤche CDG B ſo 
groß, als die Fläche des Winkels GFB weniger dem Drey⸗ 
ecke FDC. Alſo iſt die unbegraͤnzte Glade CDG B eben 
fo groß, als die Släche des Winkels GFB. (Auch dieſe 
Folge ware falſch, wenn gleich das vorhergehende feine Rich⸗ 
tigkeit hätte.) 

Alle im 68 und den folgenden §. §. vorgetragenen 
Erinnerungen treffen auch dieſen vermeinten Beweis: 
alfo iſt es unnoͤthig, daß ich mich länger dabey aufhal⸗ 
te. Wenn eine endliche Groͤſſe in algebraiſchen 
Formuln als Factor eines Produets vorkommt, wo⸗ 


x ER 

‘acto; fc 

von der andre Factor Null iſt, wie we! ar u. ſ. w 
N 3 (das 
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(das ſind alles abſolute Nullen, von relativen Nullen weiß 
der Macbraift nichts, wenn er anders ein phifofophifcher und 
kein bloß empiriſcher Rechner iſt) ſo verſtehet ſich von ſelbſt, 
daß ein ſolches Product nach bekannten ſelbſt elementarifchen 
Rechnungsregeln Null ſey, und aus der Rechnung wegfalle: 
aus geometriſchen Figuren aber laͤßt fich ein ſolches Dreyeck 
wie FDC nicht wegdemonſtriren. Wenn man gleich nach den 
Regeln der ſo genannten Rechnung des Unendlichen in 
gewiſſen Gallen oo Tb » ſetzen, oder vielmehr nur 
b weglaſſen kann; ſo gilt das doch nur, wenn man wiſſen 


N b 22 ce 
will, was ore fey, Hier fällt b weg, weil ror 


eine absolute Null ift, aber aus co Tb os folgt kei⸗ 
nesweges b So, es folgt nichts anders als o + b— 
o =b, : 
74. . 

Wenn man ſich erlauben will, beym Vortrage der 
erſten Grundlehren der Geometrie die Sprache der Nech- 
nung des Unendlichen zu reden, und Vorſtellungsarten, 
die nichts anders als Abkuͤrzungen algebraiſcher Rechnun⸗ 
gen ſind, als anſchaulich einleuchtende geometriſche Grund⸗ 
begriffe gelten zu laſſen; ſo kann man leicht fertig werden. 
Ich will Herrn Schulze zur Schadloßhaltung wegen der 
drey Beweisarten, die ſelbſt nach den Grundſaͤtzen der 
Rechnung des Unendlichen falſch ſind, ſechs andre wie⸗ 
der geben, die alle den Grundſätzen der Rechnung des 
Unendlichen ganz gemaͤß, und inſofern richtig ſind, wenn 
ich gleich keinem einzigen davon den Rang eines geometri⸗ 
ſchen Beweiſes zugeſtehe. Wenn es der Muͤhe verlohn⸗ 
te, ſo waͤre es vielleicht nicht ſchwer, ein ganzes Dutzend 
zu erfinden Zur Probe will ich doch mein halbes Du⸗ 
tzend herſetzen, damit nicht wieder andre Schriftſteller, 
und mit ihnen die Herrn Recenſenten zum Theil verleitet 
werden, ſo etwas für neue Erfindung zu halten. Die 
ſehr allgemein eingeriffene Neigung, was neues zu fagen 

um 


L 
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und was neues anzukuͤndigen, hat fuͤr andre Wiſſenſchaf⸗ 
ten ſchon ſehr nachtheilige Folgen gehabt, und ich fanze 
an, zu fuͤrchten, daß der Mathematik wohl gar eben das 
Schickſal bevorſtehe: manche Erſcheinungen uͤber dem 
mathematiſchen Horizont verſprechen der Wiſſenſchaft 
nicht ſehr glaͤnzende Ausſichten auf die Zukunft. 
7. . 
Erſte Beweisart. 
f Grundſatz. 

Wenn durch A und C die graden finien AE, CD27. 
parallel gezogen werden, fo ſchneiden fie einander in ei 
nem unendlich weit entfernten Punet. 

Zuſatz. Ulfo entſtehet aus AC, AE, CD eit 
gradlinichtes Dreyeck, deſſen Spitze von AC unendlich 
weit entfernt tft, 

Lehrſatz. 

Wenn der Winkel FAB & FCD iſt, fo wird CD 
von AB geſchnitten. 

Beweis. Man mache FAE=FCD, fo iſt AE 
parallel mit CD, alſo wird AC DE ein Dreyeck, deſſen Gets 
ten AE, CD, ſich im unendlich weit entfernten Punct 

ſchneiden, und AB liegt innerhalb der Graͤnzen dieſes 
Dreyeckes: alſo wird CD von AB geſchnitten. (17. . n. 2.) 
Zweyte Beweisart. 

Wenn wie vorhin FAB>FCD.ift, fo wird CD von 
AB geſchnitten. 

Beweis. Man ziehe CG mit AB parallel, fo 
ſchneiden AB, CG, einander in einem unendlich weit ent⸗ 
fernten Punet. Weil nun AB an der einen Seite, CG - 
aber an der andern Seite von CD liegt, und der Durch⸗ 
ſchnittspunct dieſer beyden graden Linien an der Seite von 
CD zu finden ſeyn muß, wo CG liegt; fo erhellet aus 
dem 17. H. n. 1. daß auch CD von AB geſchnitten werde. 


N 4 Drit⸗ 
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Dritte Beweisart. 
Grundſatz. 
28. Von einem Punet A nach einem andern B kann nur 
Sig. eine und eben diefelbe grade linie laufen. 

Zuſatz. Alſo auch alsdenn nur, wenn B von A 

unendlich weit entfernt iſt. 
Lehrſatz. 

Durch einerley Punet A koͤnnen nicht zwey verſchie⸗ 
dene grade finien AB, AC, mit einer dritten parallel 
laufen. 

Beweis. Es ſey E von D unendlich weit ent⸗ 
fernt, fo laufen AB, AC bende durch E, wenn fie bende 
nit DE parallel find: alſo fallen fie in einerley graden ft 
tie zuſammen (vor. Satz. Zuf.) 

Daß aus dieſem Satz ein richtiger Beweis von Eu⸗ 
kids XI Grundſatze folgen wuͤrde, iſt bekannt. 

Vierte Beweisart. 
> Wenn zwo grade Knien CD, CF, einander fchneie 
den, und ſelbſt von einer dritten in D, F, geſchnitten 
nerden, ſo koͤnnen ſie dieſe nicht unter gleichen uͤberein⸗ 
ſtunmig liegenden Winkeln ſchneiden, weil allemahl AFC> 
ADC tit. Euklids 16 Satz.) 

Zuſatz Alſo koͤnnen CD, EF, die dritte AB 
auch nicht unter ſolchen Winkeln ſchneiden, wovon jeder 
Do iſt. 

. Lehrſatz. s 

Wenn AB, CD, parallel find, und von EF in G 

und E geſchnitten werden, fo it EGB = EHD. 

Beweis. Wenn EGB nicht =EHD ijt, fo ma 
che man EGL=EHD. Alsdenn iſt GL ſowohl als GB 
mit CD parallel, mithin ſchneiden beyde die grade linie uns 
ter folchen Winkeln, wovon jeder So iſt, gegen den 
Zuſatz des vor. Lehrſatzes. a 

Zuſatz. Wenn alſo AB, CD parallel find, ſo iſt 
auch AGF = EHD, und EHD A BGF = 2R 
a Hier⸗ 
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Hieraus beweiſet man mit Euklides, daß alle Win⸗ 
kel im Dreyecke zwey rechte Winkel ausmachen, und kann 
ferner den XI Grundſatz fo beweiſen, wie oben im 31. $. 

Fünfte Beweisart. 

Wenn CD, EF, verfängert mit AB unter gleichen 20. 
Winkeln zuſammen laufen, fo find CD, EF, parallel. OR 
(Euklids 28 Saß.) 

Zuſatz. Alſo iſt auch CD mit EF parallel, wenn 
AB von beyden unter einem Winkel So geſchnitten wird. 

Lehrſatz. 

Zwey grade Linien CD, EF, die bende mit einer 
dritten AB parallel laufen, ſind unter ſich parallel. 

Beweis. Denn CD und EF ſchneiden nun bey 
de die dritte AB unter einem Winkel So, alſo iſt CD 
mit EF parallel. (vor. Satz, Zuſatz.) 

Das übrige wie im leipziger Magazin, ates Stuͤck. 


Sechſte Beweisart. 
1. Lehrſatz. . 

Qwey Parallellinien AB, CD, ins unendliche nach zu. 
beyden Seiten verlängert, begraͤnzen eine ebene zweyſei⸗ da. 
tige Figur von allen Seiten. ö 

Beweis. Denn ſie ſtoſſen auf beyden Seiten 
im unendlich weit entfernten Punet zuſammen. 

Anmerkung. 

Zwey endliche Parallellinien koͤnnen das freylich 
nicht: (Euklids 12. Grundſatz) wohl aber zwey unendlich⸗ 
groſſe. Das endliche Ganze kann ja auch ſeinem Theile 
nicht gleich ſeyn, wohl aber, wenn es unendlich groß iſt. 

2 Lehrſatz. ; 

Eine grade linie EF, die eine von zweyen Parallele 
linien AB ſchneidet, muß verlangert auch die andre CD 
ſchneiden. 


N 5 Be⸗ 
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Beweis. Weil EF durch einen Punet F inner, 
halb der Graͤnzen der gradlinichten zweyſeitigen Figur 
läuft; fo muß die Peripherie der letztern zweymahl von 
FF geſchnitten werden. Aber ein Durchſchnittspunct G 
liegt ſchon in AE, alſo kann AB von EF nicht nochmahl 
geſchnitten werden: folglich muß der zweyte Durchſchnitts⸗ 
punct in CD liegen. 

n 76. F. 

Herr Schulze hat ſeiner Theorie der parallelen Linien 
im zweyten Abſchnitt eine Theorie der parallelen Ebenen 
beygefuͤget, welche mit jener auf vollig ähnlichen Gruͤnden 
beruhet. Wer jene kennet, der weiß ſchon von ſelbſt, 
was er von dieſer zu erwarten habe. Euklides und andre 
neuere Schriftſteller haben es nicht noͤthig gefunden, eine 

eigene von jener Theorie der parallelen linien unabhängige 
Theorie von parallelen Ebenen aufzufuͤhren, weil ſich dieſe 
aus jener ſehr leicht und ungezwungen herleiten laͤſſet: ‘als 
lein um die Geometrie kuͤnftig recht anſchaulich evident zu 
machen, welches Euklides bey weiten noch nicht geleiſtet 
hat, muß von nun an auch die koͤrperliche Geometrie mit 
der Betrachtung unbegraͤnzter oder unendlich groſſer Fürs 
perlicher Raͤume anfangen, die gegen andre doch wiede⸗ 
rum wahre Nullen find, Je mehr ſich der geſunde Men⸗ 
ſchenverſtand gegen das alles empoͤret, deſto anſchaulicher 
iſt die Evidenz. Wie aͤuſſerſt mangelhaft Euklids Geo⸗ 
metrie ſey, iſt daraus leicht abzunehmen, weil man aus 
ſeinen Grundſaͤtzen nicht einmahl den nachſtehenden apo⸗ 
dictiſch gewiſſen Satz (144. S. der Schulziſchen Theorie) 
beweiſen kann. 
Man ſtelle ſich das Weltgebaͤude ſo unermeßlich vor, 
als man wolle: iſt es aber von allen Seiten begraͤnzt; 
fo iſt fein ganzer Raum gegen das feinfte Haarchen, das 
man ſich nach der einen Seite ohne Ende fortgehend 
denkt, dennoch ein voͤlliges Nichts. 
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1. § ; 
err Lambert ſchreibt unterm 27 Mov. 1773 an den 
2 H. Geh. Rath v Daviſſon in Danzig auf eine 
Anfrage des letztern, die unmoͤglichen Groͤſſen 
betreffend, ſehr kurz folgendes zurück. a 

„Uebrigens iſt die Lehre verneinender Gröffen noch 
nicht fo ins Reine gebracht, daß die Ausdrücke genau 
mit der Sache uͤbereinſtimmen, wiewohl man uͤber⸗ 
haupt ſoviel einſiehet, daß Y— keine wirkliche Groͤſ⸗ 
ſe ſeyn kann. Man muͤßte ſonſt annehmen, daß es 
zum Exempel in einem Cirkel Chorden giebt, die groͤſ⸗ 
ſer als der Diameter ſind, oder daß in einem recht⸗ 
winklichten Triangel die Hypothenuſe kleiner als der 
Cathetus ſeyn fonne.,, (Lamberts Briefwechſel 4 B. 


S 
Mehr Erlaͤuterung hat H. Lambert über dieſen Punet, 
wie ich aus einem Briefe des H. Geh. R. von Daviſſon vom 
6 April 1781 weiß, auch nach der Zeit nicht gegeben, 
und das laͤßt ſich leicht daraus erklaͤren, weil Maͤnner, 
welche als Erfinder das Gebiet der Mathematik immer 
mehr zu vergröffern ſuchen, bey Elementarbegriffen und 
Elementarſaͤtzen fic) nicht gern lange aufhalten. Nur 
Schade daß dergleichen Stellen einen Lefer, der ſelbſt 

noch nicht geuͤbt genug iſt, und ſich aus den Schriften 
verdienter Männer zu unterrichten ſucht, oft irre führen. 


2. 5 

Die Begriffe davon, was man bejahte und ver⸗ 
neinte, oder poſitive und negative Griffen nennt, find 
nach und nach, wie die meiſten wiſſenſchaftlichen Begriffe 
beſonders in der Mathematik, durch Abſtraction entſtan⸗ 
den. Als man angefangen hatte, einzuſehen, daß es bey 
Zahlen⸗Rechnungen oft bequem fey, die gegebenen a. 
ye 
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Ziffern geſchriebenen Zahlen unter ſich, vielleicht auch mit 
dem willkuͤhrlich gewählten Zeichen einer geſuchten Zahl, 
nur vermittelſt der Additions⸗Subtractions⸗Multipli⸗ 
cations und Diviſions⸗ Zeichen zu verbinden, ohne die 
dadurch angezeigten Rechnungen ſelbſt vorzunehmen; ver⸗ 
anlaßte das die Nothwendigkeit, mit Summen und Dif 
ferenzen, die man nicht auf gewoͤhnliche Art geſucht, 
ſondern nur durch die zwiſchen den gegebenen Zahlen ge⸗ 
ſetzten Zeichen + und (—) angezeiget hatte, von neuen 
Rechnungen vorzunehmen. Ausdruͤcke wie 1276 
1 -, (246) - 6-40, auch eben fo 


G2+6)><(7—4), = y lieſſen ſich verkuͤrzen, 


und es war ſehr leicht die Richtigkeit der nachſtehenden 
Rechnungen zu uͤberſehen. 


zu 1246 Von 1276 
add. 7 — 4 fubtr. 7— 4 
giebt 19-2 giebt 5 + 10 


Denn 7 von 12 ＋6 läßt 576, und weil die 4 nicht mit 
ſubtrahirt werden ſollte, ſo muſte man ſie wieder addiren. 
Eben ſo leicht fand man, daß folgende Rechnungen rich⸗ 
tig ſeyn muͤſten 


zu 12 — 6 Von 12 — 6 
add. 7— 4 ſubtr. 7— 4 
giebt 19 — 10 giebt 5 — 2 


denn (12 — 6) — (7 — 4) iſt ſoviel als 12— 6 ＋/4—7. 
Nun war auch der Uebergang zur Multiplication 
und Diviſion ſehr leicht. Es ergab ſich von ſelbſt, daß 
(12 +6) (7—4) (12 7507 — (1246) 4 ſeyn mil: 
fe, alſo die Rechnung fo geführt werden koͤnne: 
1246 
mult. 7 4 


Prod. = 12 7 HE X 7m 12 NA -G. 
: End 
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Endlich war auch (12 T6040 (12460979 
(12 ＋5): 4, alſo der a d 
Quot. = 12:7 76:7 — 12:4 — 6:4. 


3. §. 

Ein Ausdruck wie 12 — 18 konnte zwar zuerſt ber 
fremden: weil aber doch 20 12 18 14 war, fo 
bemerkte man leicht, daß eben das Reſultat auch nach 
ähnlichen Regeln, wie die im 2. §. in Anwendung ge⸗ 
brachten, gefunden werden koͤnne, wenn man wie folget 
rechnete: | 

is+s 


add. 12 —18 


27 — 13 
oder auf die nachſtehende Art 
f 15+5 
add. o—6 


ig—1 

Go entftand die Idee, man koͤnne Zahlen, wie 
12 — 18 auch fo ſchreiben o — 6, und dergleichen Zah⸗ 
len waͤhrend der Rechnung fo anſehen, als waͤren fie 
kleiner als Nichts, oder Zahlen unter Null. Man be⸗ 
griff natürlicher Weiſe von ſelbſt, daß eine Zahl, die 
im eigentlichen Sinne kleiner als Nichts ſeyn ſollte, ein 
Unding ſey, und eben darum ſollte die ganze Sache auch 
für nichts weiter als für einen Rechnungsvortheil gelten. 
Der Mahme hatte feine Beziehung auf das Zeichen 0 nicht 
auf die Sache ſelbſt. Auch 

von 15 ＋5 
ſubtr. 12 — 18 
n laßt 37.23 a 

Denn 18 — 18 ſubtrahiren, hieß ſoviel als o ſubtrahi⸗ 
ren, alſo 15 +5 unverändert behalten. Nun aber war 
6 zu⸗ 
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6 zuviel ſubtrahirt, die man wieder addiren muſte, da 
dann 26 = 3 423 kommen. Man konnte alſo auch fo 
rechnen: a 8 
N von 15 +5 
ſubtr. o—6 


giebt 15 T TT. 


4. H. 

Das alles leitete auf die nachſtehenden allgemeinen 
Bemerkungen. 

1. Zahlen mit einerley Zeichen vermehren einander 
bey der Addition: aber die mit T bezeichneten werden 
durch die mit (—) bezeichneten vermindert, auch eben fo 
umgekehrt dieſe durch jene. 

2. Zahlen mit einerley Zeichen vermindern einander 
bey der Subtraction. Nur wenn der Subtrahendusgröf- 
ſer iſt, als die Zahl wovon man ſubtrahiren ſoll, muß 
dieſe von jenem ſubtrahirt, und dem Reſt das entgegen 


geſetzte Zeichen vorangeſetzt werden. Denn + 1g von 


＋ 12 ſubtrahirt giebt o — 6. 

3 Eine Zahl wie — 6 mit +3 multipliciren heißt 
—5 dreymahl zu fich ſelbſt addiren, alſo iſt — G ＋=3 
= — 18; mithin auch +3 ><—6 =—18, weil 
zwey Zahlen mit veränderter Ordnung einerley Product 
geben. Daß letzte ließ ſich auch ſo uͤberſehen. Weil 
+3 >< (4+6—6) s ſeyn muß, fo wird erfodert, daß 
3K —6=—3%6 fey, damit + 3 4 +6 
dazu addirt die Summe Null gebe. 

4. Zwey mit — bezeichnete Zahlen muͤſſen ein mit 
+ bezeichnetes Product geben. Denn — 3 >< (+6— 6) 
muß =o fon, und —3><-+6 giebt — 3 > 6, alfo 
muß — 3 >< — 6 = +3>< 6 werden, damit beyde 
Theile einander aufheben, 


5. Di⸗ 


und unmöglichen Wurzelgrdͤſſen. 209 


5. Diviſor und Quotient ineinander multiplieirt muß 
fen das Diwidendum berſtellen: alſo iſt * 0 =+6 


—18 —1 
1 e 6, Tune, W e 
Die Art, wie ſich die Altern Algebraiſten über die el⸗ 
gentliche Natur der mit (—) bezeichneten Zahlen erklaͤ⸗ 
ren, iſt freylich nicht fo völlig einleuchtend, als wir es jetzt 
von einem Schriftſteller verlangen, der die Gruͤnde einer 
mathematiſchen Wiſſenſchaft erklaͤren will: allein wir 
muͤſſen auch bedenken, daß wir jetzt auf den Schultern 
der erſten Erfinder ſtehen, alſo nun leicht weiter als ſie 
ſehen koͤnnen. Die Vortheile einer ſolchen Bezeichungs⸗ 
art, und der darauf gegruͤndeten Rechnungsregeln leuch⸗ 
teten immer mehr ein, nachdem man angefangen hatte, 
anſtatt der Ziffern die Buchſtaben als allgemeinere Zei⸗ 
chen bey Zahlenrechnungen einzuführen, bald nachher 
aber eben ſo allgemeine algebraiſche Rechnungsmethoden 
auch auf die Geometrie anzuwenden. Schriftſteller wel⸗ 
che dieſe Anwendungen machten, fingen auch bald an, 
jene Rechnungsregeln auf noch allgemeinere Gruͤnde zu⸗ 
ruͤck zu fuͤhren: es kam alſo nur darauf an, dieſe Gruͤn⸗ 
de gehoͤrig zu ordnen, fo ward die Theorie davon fo licht⸗ 
voll und zuſammenhaͤngend, als jede andre mathemati⸗ 
ſche Theorie. Ich werde ſie zuerſt in einem richtigen Zu⸗ 
ſammenhange kurz darſtellen, und hiernaͤchſt einige Mache 
7 von den vornehmſten Schriftſtellern davon folgen 
laſſen. N 


} J 5. 9.5 5 2 
Es giebt Begriffe, die einander ſo entgegen geſetzt 
ſind, daß man von der Setzung des einen auf die Ver⸗ 
neinung des andern, und umgekehrt, ſchlieſſen kann, und 
dieſes entweder ſchlechthin, oder in Beziehung auf einen 
gewiſſen Hauptbegriff, unter > Bedingung, daß vet 
tes 
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dieſem Hauptbegriffe die Rede ſey: daher kommt es, daß 
wir ſelbſt in der Sprache des gemeinen Lebens oft den ei⸗ 
nen von beyden durch Verneinung des andern ausdruͤcken. 
Dieſes gehet ſoweit, daß wir oft eine Verneinung, die 
chon in einem Worte liegt, durch eine neue hinzugeſetzte 
Verneinung wieder aufheben, wie wenn wir ſagen: der 
Mann iſt nicht ungelehrt, dieſe Dinge find einander nicht 
unaͤhnlich. Mit den mathematiſchen Begriffen, wenn 
wir vornemlich auf das aufmerkſam ſind, was bey einer 
Sache einer Ausmeſſung fähig iſt, hat es oft eine aͤhnliche 
Bewandniß. Unter der Bedingung, daß der Stand 
des Queckſilbers im Thermometer ſich geändert habe, iſt 
es entweder geſtiegen oder gefallen; und zum voraus ge⸗ 
ſetzt, daß die hoͤchſte Fläche des Queckſilbers, auf einer 
nach reaumuͤrſcher Art eingetheilten Scale, nicht auf o 
ſtehe, muß fie entweder uber o oder unter o ſtehen. Wenn 
es demnach darauf ankommt, daß man von zweyen ſol⸗ 
chen unter einem gemeinfchaftlichen Hauptbegriff einander 
entgegen geſetzten Groͤſſen die eine anzeigen ſoll; fo kann 
das auf eine gedoppelte Art geſchehen. Man kann ſie 
einmahl grade zu durch die Worte anzeigen, welche dieſe 
Groͤſſe gewoͤhnlichermaſſen bezeichnen, oder anſtatt deſſen 
durch die Verneinung der ihr entgegen geſetzten Groͤſſe. 
Es iſt gleich viel, ob man ſagt: das Queckſilber im Ther⸗ 
mometer ſey von der o an gerechnet 3 Grade herunter ge⸗ 
fallen, oder ob man ſich ſo ausdrucken will: es habe ſich 
um 3 Grade aber nicht aufwärts von der o entfernt. 
Demnach iſt nur der Ausdruck verneinend, und es wird 
in der That durch die Verneinung der einen von beyden 
die ihr entgegen geſetzte eben ſo beſtimmt angezeiget, als 
wenn man ſie grade zu ohne Verneinung ausdruͤckt. 


. 3 


Diejenige von zweyen einander entgegen geſetzten 
Gröffen, welche man durch Verneinung der ihr entgegen 


geſetz⸗ 
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geſetzten anzeiget, heißt eine negative Groͤſſe: man follte 
richtiger ſagen, eine negativ ausgedruͤckte Groͤſſe. Die 
ihr entgegen geſetzte, wird grade zu ohne Verneinung aus⸗ 
gedrückt, und man nennt fie eine poſitive Groͤſſe, ob 
man fie gleich richtiger eine poſitiv ausgedruͤckte Groͤſſe 
nennen muͤſte. Das Negative gehet alſo teinesweges der 
Groͤſſe ſelbſt, ſondern blos den Ausdruck an, der die 
Groͤſſe bezeichnet. Hat man von A nach B eine grade 1. 
linie vorwärts gezogen, fo kann man eben dieſe kinie auch ds. 
ruͤckwaͤrts von A nach C verlängern. Soll man nun auf 
dieſer linie von A an gerechnet ein Stuͤck, das z. E. drey 
Fuße lang iſt, abſchneiden, fo kann dieſes auf, eine dop⸗ 
pelte Art geſchehen, ſowohl vorwaͤrts als ruͤckwaͤrts. Ge⸗ 
ſetzt man verlanget, es ſollen von A an gerechnet rück 
waͤrts drey Fuß abgeſchnitten werden, ſo kann man eben 
daſſelbe auch ſo ausdruͤcken: ſchneide von A an gerechnet 
3 Fuß ab, aber nicht vorwaͤrts. Es werden dieſe nicht 
vorwaͤrts abgeſchnittene 3 Fuße das Stuͤck AE ausmachen, 
und das heißt in algebraiſcher Sprache: es fen AE 
3 Fuß. Nun iſt zwar AD eben ſoviel als AE, in Abe 
ſicht der Groͤſſe, aber nicht in Abſicht der Lage oder Rich⸗ 
tung; denn es iff AD der tinie AE der Richtung nach ent: 
gegen geſetzt. Wird alſo AE verneinend ausgedruͤckt, ſo 
muß man AD ohne Verneinung oder poſitiv ausdruͤcken, 
und das heißt in algebraiſcher Sprache, es fey AD=+- 
3 Fuß. Die Sonne iſt ſowohl in den Tagesſtunden 
als auch in den Stunden der Nacht vom Horizont ent⸗ 
fernt, dieſe ihre Entfernung vom Horizont heißt in den 
Tagesſtunden Hoͤhe uͤber, und in den Stunden der Nacht 
Tiefe unter dem Horizont. Die Groͤſſe dieſer Entfer⸗ 
nung vom Horizont wird in Graden eines Verticalkreiſes 
angegeben, der ſich vom Horizont ſowohl aufwaͤrts bis 
ans Zenith als auch unterwaͤrts bis ans Nadir erſtreckt. 
Wenn nun in der Nacht die Sonne vielleicht 30 Grade 
unter dem Horizont befindlich, und eine eben ſo groſſe 
O 2 Höhe 
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Höhe über dem Horizont kurz mit T 30 Grade bezeich⸗ 
net ift, fo druckt das Zeichen — 30 Grade eine eben fo 
groſſe Tiefe unter dem Horizont aus. In dieſem Sinne 
iſt Tiefe ſo viel als negative Hoͤhe. 


| 7. H. 

Die Begriffe von Zeit und Raum haben uͤberhaupt 
ſehr viel aͤhnliches mit einander, und die Aehnlichkeit wird 
noch groͤſſer, wenn wir den Begriff, welchen wir uns 

von der ganz einfachen Ausdehnung einer graden linie nach 

der fange machen, mit dem Begriff von der Zeit verglei⸗ 
chen. Wir reden ja fo gar von Lange der Zeit, wir me] 
ſen Lange der Zeit, die zwiſchen zweyen Begebenheiten 
verfloſſen iſt, und ange der Entfernung von einem Ort 
zum andern, auf eine vollkommen aͤhnliche Art. Wir 
reden von Zeitpuneten womit ſich ein Zeitlauf anfaͤngt 
und endiget eben ſo wie von Puncten, womit ſich eine 
grade linie anfaͤngt und endiget. Sollen wir eine grade 

Linie meſſen, fo muß ein Punct bekannt ſeyn, wo die 

Meſſung anfangen, ein andrer, wo ſie ſich endigen ſoll. 

Einen Zeitlauf koͤnnen wir ebenfalls nur meſſen, wenn 

uns Zeitpuncte bekannt ſind, womit er ſich anfaͤngt und 

endiget. Der Anfang eines Zeitlaufes heißt nach dem 

Sprachgebrauch der Chronologen Epoche, und bey der hi⸗ 

ſtoriſchen Zeitrechnung muß das Jahr, deſſen Anfang als 

Epoche angenommen wird durch eine merkwuͤrdige in dem⸗ 

ſelben vorgefallene Begebenheit kenntlich gemacht werden. 

Wir zaͤhlen unſre Jahre von dem Anfange des Jahres 

der Geburt Chriſti, die alten Römer zählten vom Anfan⸗ 

ge des Jahres der Erbauung ihrer Stadt. 


8. H. 
Eine Begebenheit kann vor oder nach der Epoche 
vorgefallen ſeyn: alfo iſt es nicht genug die Zahl der Jahre 
des Zeitlaufes zwiſchen der Epoche und der vorgefallenen 
Bege⸗ 
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Begebenheit zu wiſſen. Die Nothwendigkeit deſſen, daß 
man auch wiſſen muß, ob ſie vor oder nach der Epoche 
vorgefallen fey, leuchtet ſogleich ein, wenn man den zwi⸗ 
ſchen zweyen Begebenheiten verfloſſenen Zeitlauf wiſſen 
will, wovon keine in das Epochenſahr faͤllt. Sobald man 
weiß, daß Rom 7a g Jahr vor Chriſti Geburt erbauet fey, jetzt 
aber 1785 Jahre nach Chriſti Geburt verfloſſen finds: fo 
bald weiß man, daß die Zahl der ſeit Erbauung der Stadt 
Rom bis jetzt verfloffenen Jahre die grithmetiſche Summe je- 
ner beyden Zeitlaͤufe fen. Waͤre Rom 728 Jahre nach Chri⸗ 
ſti Geburt erbauet, fo wäre der ſeit Erbauung der Stadt 
Nom bis jetzt verfloſſene Zeitlauf die arithmetiſche Diffe⸗ 
renz jener beyden Zeitlaͤufe. Was das Epochenjahr bey 
Ausmeſſung der Zeitlaͤufe zwiſchen zweyen vorgefallenen 
Begebenheiten in der Zeitrechnung iſt, das iſt bey Ausmef: ar. * 
ſung der Entfernungen zweyer Puncte B, C, auf einer ro 
und eben derſelben graden Linie ein bekannter gemeinſchaft⸗ 
licher Graͤnzpunet A. Man kann die Stelle eines jeden 
andern Puncts auf der graden linie angeben, wenn man 
feine Entfernung vom bekannten Anfangspunet Aweiß, und 
überdem an welcher Seite des Anfangspunets dieſe Ent⸗ 
fernung genommen werden muͤſſe, weil die grade Linie 
ſich vom Anfangspunct aus nach entgegen geſetzten Rich⸗ 
tungen erſtreckt. Will man nun die Entfernung zweyer 
Puncte B, C, von einander wiſſen, wovon keiner mit 
dem Anfangspunct einerley iſt; fo erhellet, daß 80 
BA AC fey, wenn A zwiſchen beyden liegt, aber BC 228. 
BA - Ac, wenn A nicht zwiſchen B und Oliegt. 9% 


9. H. 18 ; 
Wenn eine Begebenheit vor der Epoche vorgefallen 
iſt, ſo zaͤhlt man die Jahre bis zur Epoche vorwaͤrts, und 
weiter uͤber die Epoche hinaus bis zur Begebenheit nach 
der Epoche. Bey dieſer Art die Jahre zu zählen kann man 
zur allgemeinen Regel fetfeBens 
f 3 Jahre 
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Jahre nach der Epoche vorwaͤrts gezählt vermehren; 
Jahre von der Epoche ruͤckwaͤrts gezählt vermindern 


den Zeitlauf zwiſchen der fruͤhern und ſpaͤtern Bege⸗ 


benheit. 
Bon Erbauung Roms hat man bis zur = 
Geburt Chriſti i 753 Jahre 
weiter bis zur Zerſtoͤrung Jeruſalems OR 


Von Erbauung Roms bis zur Zerſt. Jeruſ. 823 Jahre 
Vom Jahr der Suͤndfluth hat man bis zur 


Geburt Chriſti ; 2525 Sabre 
Von Chriſti Geburt rückwärts bis zur Er⸗ 
bauung Roms 753 — 


Von der Suͤndfl. bis zur Erbauung Roms 1772 Jahre. 


Man druͤcke die von der Epoche ruͤckwaͤrts gezaͤhlten 
Jahre durch Verneinung der von der Epoche vorwaͤrts 
laufenden Jahre aus, bezeichne jene mit (—) dieſe mit 
+; man nenne ferner die eben darum noͤthige Verminde⸗ 
rung des Zeitlaufs von der fruͤhern Begebenheit bis zur 
Epoche, weil die ſpaͤtere Begebenheit ebenfalls vor der 
Epoche faͤllt, algebraiſche Addition; ſo giebt das eine 
allgemeine Regel, Für die Berechnung des Zeitlaufs zwi: 
ſchen swenen Begebenheiten 
Allemahl iſt dieſer Zeitlauf die algebraiſche Summe 
der Zeitlaͤufe von der fruͤhern Begebenheit bis zur Epo⸗ 
che, und von dieſer wiederum bis zur ſpaͤtern Bege⸗ 
benbeit. Be 
Das letzte Exempel wuͤrde ſich nach diefer Regel ſo ſchrei⸗ 
ben laſſen 
i zu + 2525 Jahre 
MDDS ar 7 > 
Alg. Summe + 1 72 Jahre. 
Das Zeichen + vor der Summe zeigt noch von der Suͤnd⸗ 
Auch vorwärts laufende Jahre bis zur Erbauung Roms 5 
f 10. §, 
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10. F. 
Man Hätte eben das Exempel auch fo rechnen 
koͤnnen. : ast 
Von Erb. Roms bis zur Geb. Chr. 753 Jahre 
Von Chr. Geb. ruͤckw. bis zur Suͤndfl. 2525 — 
alſo von Erb. Roms ruͤckw. bis z. Suͤndfl. 1772 Jahre. 
oder kuͤrzer algebraiſch ausgedrückt 
f zu . 733 Jahre 
add. — 25275 — 
Alg. Summe — 1772 Jahre. 
Da dann das Zeichen (—) vor der Summe die von Er⸗ 
bauung Roms bis zur Sundfluth ruͤckwaͤrts gezahlten 
Jahre quaoridft. f 
Wollte man von Chriſti Geburt ruͤckwaͤrts bis zur 
Erbauung Roms, und noch weiter bis zur Suͤndfluth 
4 — 5 zaͤhlen; ſo lieſſe fic) das algebraiſch fo aus⸗ 
druͤcken l 


zu 753 Jahre 
i add. — 1772 — 
Alg. Summe — 2525 Jahre. 

Weil jedes Jahr, welches ſich durch eine bekannte Be⸗ 
gebenheit auszeichnet, als ein Epochenjahr angenommen 
werden kann, ſo iſt ungemein leicht zu uͤberſehen, daß man 
alle bey ſolchen Fragen vorkommende Salle unter der nach⸗ 
ſtehenden allgemeinen Aufgabe enthalten ſind. ; 

Ein Epochenjahr iſt gegeben, und die Zeitläufe zwi⸗ 
ſchen dieſen und zweyen andern Jahren: man ſoll von 
dieſen letztern beyden Jahren das eine fuͤr ein neues 
Epochenjahr annehmen, und den Zeitlauf bis zum an⸗ 
dern angeben, ſo daß man auch weiß, ob eben dieſes 
Jahr nach oder vor der neuen Epoche fällt, 

O 4 Jeder 


a7. 
Su. 
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Jeder Anfänger in der gemeinen Rechenkunſt wird 
auf jede unter dieſer allgemeinen Aufgabe enthaltene Fra⸗ 
ge leicht die richtige Antwort finden: nur wird er ſie et⸗ 
was umſtaͤndlicher ſuchen, als der Algebraiſt, welcher ſich 
an den Gebrauch der Zeichen. und (—) gewöhnt hat, 
weil dieſe ihm den Gebrauch vieler weitlaͤuftigen Worte 
erſparen. IE cat 
; II. §.. 9 707717 £ 

Was die Epochen in der Zeitrechnung find, das 
find auf einer graden Anie gegebene Puncte, wie B, A, C. 
Was bey der Zeitrechnung vorwaͤrts und ruͤckwaͤrts zählen 
iſt, das iſt bey der graden linie nach der einen, oder nach 
der andern entgegen geſetzten Richtung zaͤhlen, von B 
nach Coder zuruͤck von C nach B. Was beym Zeitlauf 
Jahre, Monathe, Tage ſind, das ſind hier Meilen, Ru⸗ 
then, Fuſſe. Will man von B nach C gezählte Maaſſe 
mit ＋ bezeichnen, fo muß man den von C nach B gezaͤhl⸗ 
ten das Zeichen (—) voranſetzen. Demnach uͤͤberſiehet 
man mit einem Blick, was die nachftehenden algebraiſchen 
Additionen ſagen wollen 
＋ BA — CA ＋ BCO +AC 
F ( CH 
i ＋ BC — Ch N BA — AB. 
Man koͤnnte bey Bezeichnung einer graden linie mit zwey⸗ 
en Buchſtaben am Anfangs- und Endpunet es vielleicht 


nicht ohne Nutzen zur Regel machen, daß der beym Ans 


Anfangspunet gehört, zuerſt. 


fangspunet geſetzte Buchſtabe auch beym Schreiben aller 
mahl zuerſt geſetzt werden müffe, damit der folgende zwey⸗ 
te zugleich zeige, nach welcher Richtung die Entfernung 
vom Anfangs- bis zum Endpunet zu verſtehen fey. Bey 
Anwendung algebraiſcher Rechnungen auf die Theorie von 
krummen linien beobachtet man das wirklich. Wenn AC 
Abſeiſſe iſt, fo ſchreibt man den Buchſtab, welcher zum 


12. §, 
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Weil die algebraiſche Gubtraction das Gegentheil 
der algebraiſchen Addition bleiben muß, fo wie die arith⸗ 
metiſche Subtraction das Gegentheil der arithmetifchen 
Addition iſt; ſo muß jedesmahl, wenn man algebraiſch 
fubtrahiren ſoll, die der zu ſubtrahirenden Groͤſſe entgegen 
geſetzte addirt werden. Wir ſind es bey Bruͤchen ſchon 
ſo gewohnt, daß wir uns gar nicht mehr daran ſtoſſen, 
wenn gleich mit F multipliciren eigentlich mit 3 dividiren 
heißt, alſo umgekehrt mit J dividiren nichts anders iſt als 
mit 3 multiplieiren. Die algebraiſche Subtraction iſt 
eben fo wie die algebraiſche Addition Verkuͤrzung, wodurch 
man die mehrern vorkommenden Faͤlle auf eine allgemeine 
Regel bringt, die man allemahl anwenden kann, nicht 
anders als wenn es nur ein einziger Fall waͤre. 


Der Zeitlauf zwiſchen zweyen Begebenheiten iſt die 
arithmetiſche Summe, oder die arithmetiſche Differenz 
der Zeitlaͤufe zwiſchen dieſen Begebenheiten und dem 
Epochenjahr: die Summe nemlich, wenn eine Bege⸗ 
benheit vor, die andre nach der Epoche faͤllt; die Dif⸗ 
ferenz, wenn die Begebenheiten beyde vor oder beyde 
nach der Epoche fallen. Welche von beyden Begeben⸗ 
heiten fruͤher, und welche ſpaͤter eingetreten ſey, das 
zeiget das Zeichen 4 rder — an, wenn man es den 
bekannten Zeitlaͤufen richtig voranſetzet, und hiernaͤchſt 
algebraifch rechnet. , 


Einerley Reſultat kann als algebraiſche Summe oder als 


algebraiſche Differenz gefunden werden, nachdem man 


die Rechnung einleitet. N } 


“+ 753 Jahre von Erb. Roms bis Chriſti Geburt 
add. + 70 Jahre weiter bis zur Zerſt. Jeruf. 


. $23 Jahre von Erb. Roms bis zur Zerſt. Seruf, 
„ ee 
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E * * 
+ 70 Jahre von Chriſti Geb. bis zur Zerſt. Jeruſ. 
ſubtr. — 753 Jahre von Chr. Geb. ruͤckw. bis z. Erb. Roms 


+ 823 Jahre von Erb. Roms bis z. Zerſt. Jeruſ. 


13. . 

Man mache hievon bie a tend auf die Berech⸗ 
nung der Entfernung zweyer Puncte auf einer graden fis 
nie, wenn ihre Entfernung von einem gemeinſchaftlichen 
Graͤnzpunct, auch uͤberdem bekannt iſt, ob der eine von 
beyden Puncten an der einen und der andre an der andern 
Seite des gemeinfchaftlichen Graͤnzpunets liegt, oder ob 
bende an einer Seite des gemeinſchaftlichen Graͤnzpuncts 
befindlich ſind. 

Die geſuchte Entfernung iſt im erſten Fall die arithme⸗ 
tiſche Summe im andern Fall die arithmetiſche Diffe⸗ 
renz der Entfernungen vom gemeinſchaftlichen Graͤnz⸗ 
punet. Setzt man den bekannten Entfernungen die 
Zeichen T und — richtig voran und rechnet man alse 
denn algebraiſch, ſo ergiebt ſich auſſer der Groͤſſe der 
geſuchten Entfernung zugleich ihre Richtung, nach wel⸗ 
cher ſie von dem neuen Anfangspunct fortlaͤuft. Man 
rechnet ungemein leicht in ſehr vielen ahnlichen Fällen 
eben fo, wenn man es nur bey graden Linien erſtlich ei⸗ 
nigermaſſen gewohnt iſt. Soll man die Entfernung 
zweyer Sterne von einander finden, die in einerley Ab⸗ 
weichungskreiſe ſtehen, ſo verlangt die Rechnung arith⸗ 
metiſche Addition, wenn der eine Stern noͤrdliche, der 
andre ſuͤdliche Abweichung hat, arithmetiſche Subtra⸗ 
etion aber, wenn beyde Abweichungen ſuͤdlich, oder 
beyde noͤrdlich ſind. Man kann aber auch die Rech⸗ 
nung allemahl als algebraiſche Subtraction einleiten, 
wie man es gut findet, oder vielleicht gewohnt iſt. Man 
bezeichne nordliche Abweichung mit 4, ſuͤdliche mit 
(— , und es fey 

3 Decl. 
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Decl. des Sterns A = + 47° 28! 19! 
Decl. des Sterns B = — 35° 16° 20” 


Die alg, Subse. giebt T 82° 44! 39” 
und das Zeichen + weifet nach, daß A von B um g2° 
44/39“ gegen Morden entfernt fen, 


. Se 

Die ganze mathematiſche Erfindungskunſt beſchaͤfti⸗ 

get ſich damit, Regeln zu geben, wie man aus einigen 
bekannten Groͤſſen, und deren bekannten Verhaͤltniſſen 
gegen einander ſelbſt und gegen gewiſſe unbekannte Groͤſ— 
fen, die letztern finden koͤnne. Man kann aber bekannter⸗ 
maſſen alle Groͤſſen, wenn blos von ihrem Berhaleniffe 
die Rede iſt, ſowohl durch Zahlen als auch durch linien aus⸗ 
druͤcken, und die algebraiſchen Zeichen ſind ſo allgemein, 
daß jede algebraiſche Formul ſo gut gewiſſe geometriſche 
Conſtruetionen, als arithmetiſche Operationen anzeiget, 
nachdem die Buchſtaben entweder linien oder Zahlen be⸗ 
deuten. Deßwegen laſſen ſich zwo entgegen geſetzte Groͤſ⸗ 
fen allemahl durch zwo gerade Linien vorſtellen, die nach 
entgegen geſetzten Richtungen liegen, und ſobald eine ma⸗ 
thematiſche Aufgabe in eine Gleichung gebracht iſt, ſobald 
lafit fie ſich als eine geometriſche Aufgabe anſehen, wobey 
es darauf ankommt, aus gegebenen graden Knien eine 
oder mehrere unbekannte grade linien zu finden. Hiebey 
iſt aber der Umſtand vorzuͤglich in Betrachtung zu ziehen, 
daß man in den meiſten Fällen nicht blos wiſſen will, wie 
groß eine geſuchte linie ſey, ſondern auch uͤberdem, nach 
welcher Richtung ſie von einem bekannten Anfangspunct 
fortlaufe. Eben derſelbe Umſtand kommt bey jeder an⸗ 
dern mathematiſchen Aufgabe in Betrachtung. Man will 
entweder blos wiſſen, wie groß die geſuchte Griffe fen? 
oder man will zugleich ihre beſondre Beziehung gegen an⸗ 
dere Groͤſſen kennen, ob ſie ihnen nemlich entgegen geſetzt, 
f oder 
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oder nicht entgegen geſetzt ſey? und in dem letzten Fall 
muß auch dieſer Umſtand bey den gegebenen Groͤſſen, und 
ihren Verhaͤltniſſen gegen einander, in Betrachtung kom⸗ 
men. Wenn der Aſtronom die Declination eines Sterns 
ſucht, ſo genuͤgt es ihm nicht, uͤberhaupt zu wiſſen, wie 
groß ſein Abſtand vom Aequator ſey; er will zugleich wiſ⸗ 
fen, ob er ihn auf der nördlichen oder der ſuͤdlichen Halb⸗ 
kugel ſuchen miffe; ob die Declination des Sterns nörbs 
lich oder ſuͤdlich fey. = 
15. 9 8 
Wenn man dieſe Betrachtungen auf die lehre von 
den Verhaͤltniſſen und Proportionen anwendet, ſo iſt 
leicht zu erachten, daß alles, was davon in den Anfangs⸗ 
gruͤnden der Mathematik gelehret wird, naͤher eingeſchraͤnkt 
werden muͤſſe, ſobald der Unterſcheid pofitiver und nega⸗ 
tiver Groͤſſen in Betrachtung kommt. Vergleicht man in 
den Anfangsgruͤnden zwo Groͤſſen A und B mit einander, 
ſo will man blos wiſſen, wie groß die eine gegen die ande⸗ 
re ſey: in der Algebra aber will man zugleich wiſſen, ob 
A und B einander entgegen geſetzt find oder nicht. Ueber⸗ 
haupt find ein Paar grade linien gleich groß, wenn man 
fie in Anſehung ihrer Gröffe für einander ſetzen kann. Ob 
nun gleich auch das der Fall ſeyn kann, wenn ſie ſich nach 
entgegen geſetzten Richtungen erſtrecken; fo darf man doch 
bey algebraiſchen Rechnungen zwey entgegen geſetzte Groͤſ⸗ 
ſen nie einander gleich ſetzen, wenn ſie gleich als Groͤſſen 
betrachtet, ohne auf die Beziehung des Gegenſatzes zu ſe⸗ 
hen, einander gleich find, In der Algebra ſind nur die⸗ 
jenigen graden Linien gleich die ſowohl in Anſehung der 
Groͤſſe, als auch in Anſehung der lage der Richtung Für 
einander geſetzt werden koͤnnen. Drey Schritte vorwaͤrts 
und drey Schritte rückwärts find gleiche zuruͤckgelegte 
Wege, wenn es nur auf die Groͤſſe der Entfernung von 
der gemeinſchaftlichen Graͤnze beyder Wege ankommt. 
Eine Perſon, die drey Schritte vorwärts gange iſt, 
f efin⸗ 
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+ befindet ſich aber nicht an eben der Stelle, wo fie ſich befinden 
wuͤrde, wenn fie dren Schritte ruͤckwaͤrts gegangen ware. 
Dieſemnach iſt das Verhältniß + 3:7 3 dem Verhäft: 
niſſe 3: — 3 algebraiſch ungleich und uͤberhaupt iſt 
ein Verhaͤltniß entgegen geſetzter Groͤſſen einem Verhaͤlt⸗ 
niſſe nicht entgegen geſetzter Griffen allemahl algebraif 
ungleich. f ; 
Wenn A gegen B eben fo groß iſt, als C gegen D, 
ſo iſt das Verhaͤltniß A: B dem Verhaͤltniſſe C: D gleich, 
und es ſind A, B, C, D, vier Proportionalgroͤſſen. 
Dieſes lehren die Anfangsgruͤnde, und in den Anfangs⸗ 
gruͤnden wird nie ein anderer Begriff von der Proportion 
gebraucht. Die Algebra aber, welche allemal auf die 
ſpecielle Beziehung des Gegenſatzes oder Nichtgegenſatzes 
zwoer Griffen gegen einander mit ſiehet, erfordert zur 
Gleichheit zwoer e noch mehr. Sind A und 
B einander entgegen geſetzt, fo muͤſſen auch C und D ein: 
ander entgegen geſetzt ſeyn; ſind aber A und B einander 
nicht entgegen geſetzt, fo muß auch eben dieſes von C und 
D gelten. Dieſemnach iſt 
+A:+B=+C: HD, 


16. F. 
Hiemit wird es zugleich vollig ins licht geſetzt, was 

es mit einer negativen Zahl eigentlich für eine Bewand⸗ 
niß habe. Der Exponent eines Verhaltniffes wird paz 
durch gefunden, daß man das vorhergehende Glied mit 
dem nachfolgenden dividirt. Wenn Dividendus und Di⸗ 
viſor Groͤſſen von einerley Art find, welches hier alle mahl 
der Fall iſt; fo iſt der Quotient eine Zahl, die es angiebt, 
1 wie 


29. 
‘Sig. 
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wie vielmahl der Diviſor im Dividendus enthalten ſey. 
Die Ziffer aber, welche dieſe Zahl ausdruͤckt, kann nicht 
zugleich mit anzeigen, ob das vorhergehende und das nach⸗ 
folgende Glied des Verhaͤltniſſes, oder welches hier einer⸗ 
Tey iſt, ob Dividendus und Diviſor einander entgegen ge⸗ 
ſetzt find, oder nicht: dazu hat man alſo ein eigenes Zei⸗ 
chen noͤthig. Wenn in der 29 Figur AF = F iſt, und 
AG==AF genommen wird, fo iff aG = - 1 F. Wenn 
nun auf die Lage oder Richtung der graden linien AF, AG, 


nicht Ruͤckſicht genommen wird, fo find beyde 3 Fuß lang, 


und die Zahl 3 iſt hier weder poſitiv noch negativ: es iſt 


icht allei Mu ſondern auch AE XG 
nicht allein > 3} ) Sa 3 enn 
dagegen auf die Sage oder Richtung dieſer graden linien 
mit Ruͤckſicht genommen werden muß, ſo iſt es nicht mehr 
einerley, ob man AE mit AG oder mit AF vergleichen will. 
E ＋ AD 
N = E z ſetzen, wen = 

Man muß CAR 3 ſetzen, Pa Si +3 
geſetzt iſt. Das Zeichen —, welches man der Ziffer 3 
voranſetzet, zeiget an, es fer nicht die Einheit + AF 
ſelbſt, ſondern eine ihr zwar gleiche aber entgegen geſetzte 

mahl in — AE enthalten. Wenn nun gleich AF nicht 
Felt für Eins angenommen iſt, übrigens aber die Gröf- 
fe der linien AD, AE, dieſelbige bleibt, fo bleibt auch 


r 8 AE AD. —AE 
die Gröſſe der Zahl —— oder — einerley, und 
AF AF 


bleibt — 3, da dann das Zeichen — ausdruͤckt, der Dis 
videndus ſey dem Diviſor, oder das vorhergehende Glied 
des Verhaͤltniſſes dem nachfolgenden entgegen geſetzt. 


Eben darum muß man auch er 


D 
eT Baal 


+AE _ —AE | 
— d —— = — (8.50) =— 4 
£3) 0 ar (8.90 j ſetzen 

Ver⸗ 
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Vermittelſt der algebraiſchen Aufloͤſung einer Aufgabe fin⸗ 
det man nie die geſuchte Groͤſſe ſelbſt, ſondern nur ein 
Zeichen der geſuchten Groͤſſe; oder vielmehr ein Zeichen, 
welches das Verhaͤltniß der geſuchten Groͤſſe gegen die als 
bekannt angenommene Einheit ausdruͤckt. Weil es hie⸗ 
bey faſt allemahl mit auf den Umſtand ankommt, ob die 
geſuchte Groͤſſe der als bekannt angenommenen Einheit 
entgegen geſetzt fey oder nicht; fo muͤſſen die Regeln der 
Buchſtabenrechnung zugleich zeigen, wie die Zeichen + 
und — der gegebenen Groͤſſen die Zeichen der geſuchten 
beſtimmen. Eigentlich iſt das geſuchte allemahl eine alge⸗ 
braiſche poſitive oder negative Zahl. 


. 

Bey algebraiſchen Rechnungen wird die Einheit 
allemahl poſitiv angenommen, und zwey grade linien 
a, b, ineinander multiplieiren heißt nach dem algebraiſchen 
Sprachgebrauch zu einer fuͤr Eins angenommenen graden 
linie und zu beyden gegebenen die vierte geometriſche Pro— 
portionallinie finden. Die bekannten Regeln der Multi⸗ 


plication 

+ x +b=+tab, 

—ax—b=-+ a), 

TN -=. b, 

4 +b=—a,b, 
folgen alsdenn aus den Proportionen 

＋ I: TAS: ＋ a. b, 

＋ 1: — 226: a. b, 

＋I: 2 = =: — a. b, 

＋ 1: - 2 2 ＋:— a. b. 
In keiner dieſer Proportionen darf man das Zeichen des 
letzten Gliedern ändern, wofern die Verhaltniffe an bey: 
den Seiten des Gleichheitszeichens einander algebraiſch 
gleich bleiben ſollen. Aendert man aber das Zeichen der 
Einheit, und ſchreibt — 1 ſtatt +1; fo muß man in 

allen 


30. 
Big. 


31. 
Fig. 


32. 
ig. 


21. 
Big. 


32. 
Sig. 
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allen viet Proportionen auch das Zeichen des letzten Glle⸗ 
des aͤndern. 
18. §. 
Man feet bey dieſem Sprachgebrauch voraus, daß 

die algebraiſchen Han n en, die Addition, Sub⸗ 
traction, Multiplication und Diviſion, ſich durch geome⸗ 
triſche Conſtruetionen eben fo gut, als durch Zahlenrech⸗ 
nungen vorſtellig machen laſſen: vermittelſt der Confteuz 
etion wird alsdenn allemahl beydes zugleich die Groͤſſe und 
Richtung der geſuchten graden linien gefunden. Auf dem 
einen Schenkel CA eines willkuͤhrlich gezeichneten gradli⸗ 
nichten Winkels ACB ſchneide man die see erften Glie⸗ 
der der Proportionen ab, nemlich COD , CE=a, auf 
dem zwenten Schenkel CB trage man das teitte Glied CF 
b auf, ziehe DF, und hierauf EG mit DF parallel, 
o iſt 
h S CD: CE = CF: CG, 
oder 11 * b: CG, 

alſo CG A. b. Mun iſt C4 in Abſicht auf CB negativ, 
fo wie Ca gegen CA negativ if. Schneidet man alſo CE 
auf Ca ab, fo iſt nunmehrd CE—= - 4, und wenn man 
CF auf ch abſchneidet, fo wird CR—=—é ſeyn. Es er⸗ 
giebt ſich in allen dieſen Fällen Eeinerley CG der Groͤſſe 
nach, aber nicht der lage nach. In dem Fall welchen die 
Z0fte Figur vorſtellet, hatte man CD +1, CE= 4-4, 
und CF genommen, daher fiel CG auf CB, fo daß 


CGS +a.b ward. Nimmt man nun (D=+1, 


CE=— a, CF = und verfährt uͤbrigens, wie vor⸗ 
hin, fo fällt CG noch auf CB, und es bleibt dennoch CG == 
fab, wie die allgemeine Proportion $1: - a= bi 
＋a. b verlangt. Nimmt man drittens CD=+1, 
CE= +4, CF==— und ver fährt übrigens noch mie 
vorhin, ſo bleibt nicht nur CD: CE=CF:CG, alſo 
CG Da. b, ſondern es falit nun auch CG auf Co, ‘fo daß 

nun⸗ 
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nunmehro CG -a. b wird. Eben dieſes erfolgt, wenn 
man CD =-+-1, CE=—a, aber (F = abſchnel 33. 
det, und ſodann das obige Verfahren anbringt: es bleibt du. 
zwar uͤberhaupt CD: CE=CF: CG, aber CG fallt auf 
Ch, und wird negativ, wie im vorigen Fall. Wenn man 
die Einheit CD nicht poſitiv, ſondern negativ nimmt, das 
iſt, wenn man fie nicht auf CA, ſondern auf Ca abſchnei⸗ 
det; fo wird in den erſten beyden Fällen CG auf Co und 

in den beyden letztern Gallen auf CB fallen. 


19. §. 

Es iſt indeſſen nicht nothwendig, daß man ſich jede 
algebraiſche Multiplication als eine geometriſche Operation 
vorſtelle: denn eigentlich iſt doch der eine Faetor, welchen 
man fic) als den Multiplicator vorſtellet, allemahl eine 
Zahl. Das ſiehet man am deutlichſten, wenn man die 
grade linie, weſche man für Eins annimmt, mit einem 
eigenen Buchftaben bezeichnet. Man ſetze fie Su, fo iff 


a a ne 
u:a b: —.b, und — b iſt ein Product der gras 
u u 


roe * a ‘ 7 » 
den linie b mit der Zahl ——, dieſe mag uͤbrigens ratio⸗ 
u 


nal oder irrational, poſitiv oder negativ ſeyn. Eine Groͤſ⸗ 
fe mit einer negativen Zahl multipliciren betfit nun nicht 
das Multiplicandum ſelbſt, ſondern die demſelben entge⸗ 
gen geſetzte ſonſt gleiche Groͤſſe ſovielmahl nehmen, als im 
Multipſicator Eins enthalten if. Demnach if tr 
. u 

a RR 
— —.b, und — 
u Lu u 
im 17 H. aus den Proportionen folgt. Mit einer poſiti⸗ 
ven Zahl multiplieiren heißt vom Multiplleandus feioft 
» das 


a F 
— bao —b, wie es 
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ie 
Far 


das Vielfache machen: Faru iſt +b=+ab, 


a 


und b Sh, 


+u u 
20. |. 

Die Divifion läßt ſich auf eine doppelte Art vorſtel⸗ 
lig machen. Wenn Dividendus und Diviſor von einer 
ley Art ſind, ſo ſucht man als Quotienten eine Zahl, wel⸗ 
che angiebt, wievielmahl der Diviſor im Dividendus ent⸗ 
halten ſey. Kommt es nun auf die Zeichen T und — 
an, fo ergeben die im 16. §. vorgetragenen Schluͤſſe ſchon, 
was der Quotient fuͤr ein Zeichen haben muͤſſe. In dem 
Fall, wenn der Divifor eine Zahl iſt, weiß man, daß 
der Quotient mit dem Dividendus von einerley Art ſeyn 
muͤſſe. Nachdem nun der Divifor eine poſitlve oder eine 
negative Zahl ijt, nachdem ſoll man entweder das Divi⸗ 
dendum ſelbſt, oder eine Groͤſſe, die dem Dividendus ent⸗ 
gegen geſetzt ſonſt aber gleich iſt, auf gewöhnliche Art dis 
vidiren. Wenn alſo ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen — 

i i a 
a 
＋n — n 


=-, — e. wie den bekannten Regeln ge⸗ 


maf iſt. Wenn a alſo auch q eine grade linie iſt, ſo 
kann auch die Zahlen als der Exponent des Verhaͤltniſſes 


einer graden Linie zur andern, wie — betrachtet werden. 
; . u 


a „Fa 
7 wäre, fo iſt Pers 


Alsdenn iſt a q, und man findet q ſowohl der Groͤſ⸗ 
ſe 
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fe als Sage nach durch eine ganz ähnliche geometriſche Cons 
ſtruetion, wie im 18 F. das Product zweyer grader Knien 
ineinander. ee wenn a und b grade finien ſind, und 


der Quotient — n eine Zahl iſt; fo fann man eine 

grade linie u fuͤr Eins annehmen, und durch die geome: 

triſche Conſtruction Tu- gſichen, ſo hat man auch 
r : 


— I — = 

b u 3 

21. b. 

Weil ein Product wie a. b, wenn a und b grade fi: 
nien ſind, ebenfalls eine grade linie vorſtellet; ſo hat es 
mit Producten, die aus mehrern Faetoren beſtehen, wie 
a. b. c, a. b. ed, wenn alle Factoren grade linien find, ei⸗ 
ne ini Waben eigentlich ſollte man ſchreiben 
a u 
—. —. e, —. —. . d, wenn u fuͤr Eins ange⸗ 
u u u u u 
nommen iſt. Demnach ſtellen auch die Potenzen a’, as, 
a‘, u überhaupt an grade Linien vor: man muͤſte eigent⸗ 


a a a a a 7 
lich — —. a, — .. — a, W a a ſchreiben. 
u u u u u 


Wenn a b die Flaͤche eines Rechteckes bezeichnet, wovon 
a, b, die Seitenlinien find; und a. b. e den koͤrperlichen 
Raum eines rechtwinklichten Parallelepipedi, wozu die 
Seitenlinien a, b, e, gehören; ſo wird in jenem Fall 
ein Quadrat Q in dieſem Fall ein Wuͤrfel C fie Eins 
angenommen, und es iſt eigentlich das Rechteck 


* h 
ge das Parallelepipedum S —. — eae C. 
u u u u 


Wenn > nicht vielleicht a? anſtatt ® —.—. N und 85 
u u 
Pra. an⸗ 
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anftat wis Een, C gefeßt iſt, fo find an, as, und 
u 


Wee an wie ee Producte ebenfalls grade Linien. 
Soll das n leine ganze Zahl bezeichnen, fo gehören alle 
dieſe Potenzen zu einer geometriſchen Progreſſion, die mit 
den beyden Baden 1 und a anfaͤngt. Setzt man a® 


=A, ſo iſt a Y A die erfte von n— 1 mittlern geome: 
triſchen Proportionallinien zwiſchen 1 und A, und dieſe 
laͤßt ſich ihrer Groͤſſe nach allemahl angeben, wenn nicht 
allein die Groͤſſe der graden linie A ſondern auch die Groͤſ— 
fe der für Eins angenommenen Linie bekannt if, Wenn 
dagegen auf die Lage oder Richtung mit Ruͤckſicht genom—⸗ 
men werden muß, wie das bey algebraiſchen Rechnungen 
gewöhnlich. der Fall iſt, und wenn alsdenn die finte A der 
für Eins angenommenen entgegen geſetzt iſt, fo lake ſich 


8 x i wd n 
in dem Sinne, wie es nun verlangt wird, die linie Y— A 
nicht allemahl angeben. 


82 % a 

Weil man zur 1 zweyer Verhaͤltniſſe mehr 
fodert, als daß die relative Groͤſſe der beyden vorhergehen⸗ 
den Glieder gegen beyde nachfolgende einerley ſey; weil 
auch uͤberdem bende Glieder des einen Verhaͤltniſſes ein: 
ander entgegen geſetzt, oder nicht entgegen geſetzt ſeyn 
muͤſſen, nachdem ſich beyde Glieder des andern Verhäft: 
niſſes in dem erſten oder in dem andern Fall befinden; fo 
giebt es zwiſchen zweyen entgegen geſetzten Grdffen gar kei⸗ 
ne mittlere geometriſche Proportionallinie. Zwiſchen - 1 
und TA iſt ſowohl YA, als auch — „A eine mittle⸗ 
re geometriſche Proportionallinie; aber zwiſchen 4-1 und 
A fällt gar keine. Dieſe letztere muͤſte entweder poſi⸗ 
tiv oder negativ, oder Do ſeyn, aber von dieſen dreyen 
Gallen kann keiner beſtehen, wofern nicht im letzten Fall 
A ſelbſt So iſt. Auch die geometriſche Confiruction er⸗ 
giebt 
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giebt es, daß die Operationen, wodurch eine ſolche mitt⸗ 
| lere geometrifche Proportionallinie gefunden werden muͤſte, 
einander widerſprechen. Es fey AD=+1, und PB. 
=-LA, man theife AB bey Cin zwey gleiche Theile, be: 
ſchreibe mit dem Halbmeſſer AC eine Kreislinie, ziehe 
durch D eine grade Linie auf AB ſenkrecht, und verlaͤngere 
fie, bis fie die Kreislinie trift. Das Erie zwiſchen D 
und dem Durchſchnittspunct mit dem Kreiſe iſt nun zwi⸗ 
ſchen e und +A die mittlere geometriſche Proportio⸗ 
nallinie. Weil es aber zwey Durchſchnittspunete E und 
F mit dem Kreiſe giebt; fo kann fo gut DF als DE für 
die geſuchte nie angenommen werden: mithin verſtattet 
die Aufgabe eine doppelte Aufloſung. Nimmt man aber 
ADS I, DB- A und verfaͤhret Übrigens wie vor: 5 
hia, fo kann die fenfrechte Linie DE oder DF den Kreis 
nicht treffen: demnach iff es unmöglich zwiſchen Per und 
— A eine mittlere geometriſche Proportionallinie zu fin⸗ 
den. Das druͤckt der Algebraiſte fo aus, es fey TA 
eine unmoͤgliche Groͤſſe. Man weiß, daß es mit allen 
Wurzeln gerader Exponenten aus negativen Groͤſſen eben 
die Bewandniß habe, und eben dieſe Ausziehung der 
Wurzeln aus negativen Groͤſſen hat die erſte Veranlaſſung 
dazu gegeben, daß bey den Algebraiſten zuweilen von un⸗ 
möglichen Griffen die Rede iſt. Eigentlich ſollte man faz 
gen, / A bezeichne etwas unmoͤgliches: indeſſen ſtöͤßt 
man ſich ſonſt in andern Faͤllen nicht daran, wenn man 
vom Zeichen ſo redet, als wenn es die bezeichnete Sache 
waͤre. Die Ziffern 2, 3, 4, u. ſ. w. find keine Zahlen 
ſondern Zahlzeichen; wir reden aber oft fo, als wenn es 
die Zahlen ſelbſt wären, Auch die Buchſtaben a, b, x, y, 
nennen wir Groͤſſen, wenn ſie gleich nur Zeichen da⸗ 


von ſind. f 


. 
Die Ausdehnung der arithmetiſchen Begriffe, wel⸗ 


che die Wörter, Multiplieiren, Dividiren, nach ihrer 
P3 urſpruͤng⸗ 
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utſprünglichen Bedeutung ausdrucken, auf geometriſche 
Conſtructionen, und der darauf gegruͤndete Gebrauch al⸗ 


gebraiſcher Rechnungen in der Geometrie, rührt, wie es 


ſehr bekannt iſt, vornemlich vom H. Descartes her, oder 
wenigſtens hat feine im Jahr 1637 zuerſt in franzoͤſiſcher 
Sorache herausgegebene Geometrie es vornemlich veran⸗ 
laſſet, daß man ſich nach der Zeit weiter kein Bedenken 
darüber machte, die Theorie von den krummen Linien mit 
Hilfe algebraiſcher Rechnungen zu erleichtern. Wenn es 
alſo darauf ankommt, den algebraiſchen Sprachgebrauch 
feſtzuſetzen; fo iſt des H. Descartes Geometrie ein claſſi⸗ 
ſches Werk. Poͤllig fo, wie ich oben im 1gten bis 21. f. 
die eben erwehnten Begriffe feſtgeſetzt habe, ſind ſie gleich 
im Anfange des! Buches vorgetragen. Ich ſetze eine 
Stelle aus der Schootenſchen lateiniſchen Ausgabe, Amik. 

1659. hieher. : 
„Quemadmodum Arithmetica tota ex quatuor aut 
quinque folum modo operationibus conftat, quae funt 
Additio, Subtraftio, Multiplicatio, Diviſio et Radicum 
Extraftio, (quae pro quadam Divifionis fpecie haberi 
Poteſt:) ita ſimiliter in Geometria, quod f{pettat ad li- 
meas, quae quaeruntur, praeparandas, vt cognitae fiant, 
aliud faciendum non eft, quam vt vel ipfis addantur, 
vel ab iisdem ſubtrahantur aliae; vel etiam fi vna fit, 
quae vocetur vnitas, vt eo commodius ad numeros re- 
eratur , quamque communiter pro libitu aſſumere licer) 
atque praeter hanc adhuc aliae duse, vt ad ipfas inuenia- 
tur quarta, quae ſit ad alterutram, vt eſt altera ad vni- 
tatem, quod idem eft, atque Multiplicatio; vel vt per 
ipfas inueniatur quarta, quae fit ad vnam ex illis duabus, 
vt vnitas ad alteram, quod conuenit cum Diviſſone; vel 
denique, vt inter vnitatem et aliam quandam reftam in- 
veniatur vna, aut duae, pluresue mediae proportiena- 
les, quod idem eft, quod radicis Quadratae aut Cubi 
Gas, etc. extraétio. ,, 4 a 
Nach 
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Nach dieſer Stelle folgt die Multiplication und Die 
viſion einer graden linie mit einer andern durch Verzeich- 
nung völlig fo wie oben im 18 F nur daß hier die verſchie⸗ 
denen Galle, nachdem beyde grade linien einander entge⸗ 
gen geſetzt oder nicht entgegen geſetzt find, noch nicht be⸗ 
ruͤhrt werden. Die Ausziehung der Quadratwurzel ver⸗ 
mittelſt der hier im 22. $. gebrauchten Verzeichnung folgt 
ebenfalls. Nachher folgt noch von neuen die nachſtehen⸗ 
de Erinnerung: Pan 

„Vbi notandum eft, quod per a’, vel b?, fimilesue 
communiter, uon nifi lineas omnino fimplicer concipiam, 
licet illas, vt nominibus in Algebra vſitatis vtar, Qua- 
drata, aut Cubos, etc. appellem.,, 


24. §. 

Dieſemnach iſt es dem Carteſianiſchen Sprachge⸗ 
brauch ganz genau gemaͤß, daß algebraiſche Produete gra⸗ 
der linien ineinander, alſo auch Potenzen, wovon die Wur⸗ 
zel eine grade linie iſt, nichts anders als grade linien vor⸗ 
ſtellen. Bieta beobachtet dieſen Sprachgebrauch noch 
nicht, bey ihm find a. b, fo wie a’, Flaͤchen, und a. b. e, 
a, find körperliche Raume. Das Product und jeder Fa⸗ 
ctor find beym ihm heterogen, und eben darum auch 
Dividendus und Diviſor. (In artem Analyticam Iſago- 
ge, Cap. III. M. ſ. Franc. Vietae Opus reſtitutae Ma- 
thematicae Analyfeos, feu Algebra neva, Turonis 1591, 
pag. 4; auch Francifci Vietae Opera Mathematica, ope- 
ra atque ſtudio Franc, a Schooten, Lugd, Bat. 1646. 
pag. 2.). Allein Carteſens Geometrie iſt der eigentliche 
Grund, auf welchem das ganze Gebaͤude der neuen Geo⸗ 
metrie iſt aufgefuͤhret worden: alſo leidet es keinen Zwei⸗ 
fel, daß der von ihm feſtgeſetzte Sprachgebrauch beybe⸗ 
halten werden muͤſſe, wenn man nicht alles wieder in 
Verwirrung bringen will. Das einzige, was man hiebey 
noch erinnern mogte, beteift 5 Umſtand, daß Descar⸗ 

+ 4 tes 
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tes die negativen Wurzeln der Gleichungen noch falſche 
Wurzeln nennt: allein wenn man gewohnt iſt, beym fe 
ſen eines Schriftſtellers mehr auf die Sache als auf die 
Worte zu ſehen; ſo iſt aus der Art, wie Descartes die 
negativen Wurzeln bey der Conſtruction der Gleichungen 
behandelt, leicht abzunehmen, daß er ſchon ſehr richtig 
davon gedacht habe. Die erſten Grundregeln der Buch⸗ 
ſtabenrechenkunſt und der Rechnung mit entgegen geſetzten 
Groͤſſen trägt er ſelbſt nicht vor, ſondern fest fie als be— 
kannt voraus, ſo wie die Schriftſteller von der Algebra ſie 
damahis vorzutragen gewohnt waren. Man rechnete 
ſchon ſehr richtig mit negativen Zahlen, die Sache ſelbſt 
kannte man: nur war man nicht gleich darauf verfallen, 
die ſchicklichſten Rahmen und Redensarten zu waͤhlen. 
Es wird genuͤgen, wenn ich nur einige Stellen aus einem 
ans ſonſt noch in andrer Abſicht merkwürdigen Coſſiſten 
anfuͤhre. 


25. §. 

Schon Mich. Stifelius in der Arithmetica integra, 
Norimb 1544, erklaͤrt ſich nach damahliger Art ſehr rich⸗ 
tia uͤber die Natur der negativen Zahlen, ob er fie gleich 
numerous abſurdos nennt. Im V. Cap. des II Buches 
Pag: 249. woſelbſt die 4 einfachen Grundoperationen mit 
Exemyveln erläutert vorkommen, fest er hinzu: 

„vides certe, vt hace omnia vaniſſimis nugis videan- 
tur eſſe fimillima, et tamen Coſſicae operationes fe- 
cundum ea fattae plane mirificas inuentiones habent, 
— — — Quemadmodum autem varia finguntur 
radices numerorum ſub numeris non habentibus eas 
radices, fitque hace fittio ſumma vtilitate pro rebus 
mathematicis : ita finguntur etiam non fruſtra numeri 

infra o, id eft infra nihil., 
Was weiter folgt, iſt zugleich die nähere Einleitung zu 
der bekannten merkwuͤrdigen Stelle, welche den Grund 
der ganzen Theorie von den Logarithmen enthält, obgleich 
der 


und unmöglichen Wurzelgroͤſſen. 233 


der Nahme noch nicht gebraucht iſt, auch keine weitere 
Anwendungen davon gemacht werden. Ich muß doch 
noch einiges zur Probe beyfuͤgen: es betrift das Exempel 
(8 — 2) (10 - 50 = 3-2. Dabey ſcheint es mir 
vornemlich bemerkungswerth zu ſeyn, daß Stiefel nicht 
numerus nihilo major, nihilo minor, fonder numerus 
ſupra o, infra o, ſagt. Diele letzte Art fic) auszudruͤ⸗ 
cken iſt mit der erſten gewiß nicht ganz einerley. Stiefel 
ſiehet die o als eine gemeinſchaftliche Graͤnze der mit + 
und (—) bezeichneten Zahlen an, die von dieſer Graͤnze 
an nach beyden Seiten auf entgegen geſetzte Art forrge 
zaͤhlet werden. 


„Primo fubtraho 10 de g et non inuenio numerum 
aliquem fupra o, id eft fupra nihil, quem ponere 
poſſim jufta fubrraGiionis lege Nam fi le a quo de: 
ber fieri fubtrattio, eſſet major eo, qui fubtrahitur 
(vt fi loco numeri g ponererur numerus 12) tum tan- 
dem haberem numerum ponendum verum. Sic fi il- 
le numerus, a quo fieri debet ſubtractio, effer aequa- 
lis ei, qui ſubtrabitur (vt fi loco 8 ponerentur 10, ) 
tune relinqueretur o, i, e. nihil. (quad mediat inter nu. 
meros veros et numeros abfurdos) lam vero, eum nu- 
merus fubrrahendus major fit eo, a quo fit fubrrattio, 
reſtat vt numerus infra o, i. e. infra nihil ponatur, 
videlicet o— 2. Sie fimili ratione poſtea ſubtraho 
o-, de 0 2, et inuenio o--3, i e. numerum 
fupra nihil, feu numerum verum. Sie Coſia ſolet, 
pro immenfa copia ſua iis vti quae ſunt, et iis quae 
finguntur effe. Nam ficut fupra vnitatem ponuntur 
numeri integri, et infra vnitatem finguntur minutiae 
vnitatis, et ficur ſapra unum ponuntur integra, et in- 
ra vnum ponuntur minuta feu fratta: fic fapra O po- 
nitur vnitas cum numeris, et infra o fingitur vnitas 
cum numeris. Id quod pulchre repraeſentari videtur 
J 5 in 
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in progreſſione numerorum naturali, dum ſeruit pro- 
greſſioni. 
Sed oftendenda eſt iſta fpeculatio per exemplum. 
2 r 5 6 
3 x 2724 8 16 32 64 
Wenn man dieſe Stelle mit einer andern im I. Buch IV. 
Cap. 35. u. f. S. beſonders auch 37. 38. S. vergleicht, 
fo findet man darin nicht allein das alles, worauf die Seh- 
re von den logarithmen beruhet; ſondern auch einen ſehr 
geſchickten Gebrauch der negativen Zahlen. Die Zahlen 
1 2 3 4 5 uf. f. zeigen an, wie die Verhaͤltniſſe 4:1, 
Gil, 16:1, 64:1, aus dem Verhaͤltniſſe 2: 1 entſte⸗ 
hen; und eben fo die Zahlen — 2, — 3, und f. f. wie 
die Verhaͤltniſſe : 1, 511, aus dem Verhaͤltniſſe 2:1, 
welches dem Verhaͤltniſſe 2:1 entgegen gefeßt iſt, durch 
die Zuſammenſetzung entſtehen. Haͤtte Stiefel ſeine Al⸗ 
gebra auf die Geometrie angewandt, ſo zweifle ich gar 
nicht, daß er nicht grade linien, die von etnerlen Punct 
ſich nach entgegen geſetzten Richtungen erſtrecken, durch die 
Zeichen + und (—) würde unterſchieden haben. Weil 
er den Nahmen numeri abſurdi einmahl gewohnt war, ſo 
hätte er vielleicht finien, die nach der Rechnung negativ 
ſeyn ſollten, auch lineas abſurdas genannt, bey alle dem 
aber haͤtte er dem Ausdruck doch ſeinen arithmetiſchen 
Vorſtellungen gemaͤß einen ſehr richtigen Sinn beylegen 
koͤnnen. 
26. |. 

Ich glaube, daß grade das der Fall bey dem Sprach⸗ 
gebrauch ſey, welchen Descartes in ſeiner Geometrie beob⸗ 
achtet. Er nennet die negativen Wurzeln der Gleichun⸗ 
gen falſche Wurzeln, (auch kleiner als Nichts) weil die 
Algebraiſten ſie bis dahin immer ſo genannt hatten, er 
braucht alſo das Wort als ein eingefuͤhrtes wiſſenſchaftli⸗ 
ches Kunſtwort, weil man noch kein andres hatte. Uebri⸗ 


gens aber laͤßt er die ſo genannten falſchen Wurzeln kei⸗ 
3 nes⸗ 
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nesweges weg, als wären es ſolche, worauf man bey 
Aufloͤſung einer Aufgabe nicht Ruͤckſicht zu nehmen hatte: 
er verlangt vielmehr ausdruͤcklich, daß die geometriſche 
Conſtruction der Gleichung alle ſowohl wahre als falſche 
Wurzeln der Gleichung darſtellen ſolle. So verfaͤhrt er 
auch a a. O. im III. Buch 85 — 88. S. der Schooten⸗ 
ſchen Ueberſetzung bey Conſtruction einer biquadratiſchen 
Gleichung vermittelſt des Kreiſes und der Parabel. Sein 
Ausleger Schooten verſtehet ihn auch voͤllig ſo, wie ich 
mir die Vorſtellung davon gemacht hatte, ehe ich noch in 
dem Schootenſchen Commentar 3 10. S. die nachſtehende 
Stelle geleſen hatte. 
„Poteſt autem hie eleganter oſtendi vſus, quem radi - 
ees tam falſae quam verae alicujus aequationis in Geo- 
metria habent, ac quo pacto earum ope ad plenam ali- 
eujus Problematis cognitionem perducamur; fic vt 
nullus caſus exiſtat, quem non detegamus, atque 
ejusdem determinationem non inueniamus. Scien- 
dum enim eſt, quod, quemadmodum verae radices 
in Arithmetica (vt ſupra indicauimus) quantitatem ali- 
quam deſignant, majorem quam nihil, et falſae de- 
fectum alicujus quantitatis, feu quanto nihilo ſunt mi- 
nores, ſie in Geometria verae radices eas communiter 
lineas defignent, ſenſu illo, quales inueniendae pro- 
ponuntur, at vero falſae fenfu contrario, Adeo vt fi 
verae accipiantur in data reéta indefinita ac dato pun- 
&o verfus aliquod in ea punctum defignatum progre- 
diendo, fal/ae in ipfa ab eodem puncto fumi debeant 
verfus contrarium pumctum, regrediendo. ,, 


Nn 
Schooten erläutert den Gebrauch der mit (—) be 
zeichneten Zahlen in der Rechenkunſt mit einem Exempel, 
wodurch es ungemein ins licht geſetzt wird, daß die alten 
Algebraiſten grade davon ſo gedacht haben, wie wir jetzt 
davon 


* 
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davon denken, obgleich ihre Art ſich daruͤber auszudruͤcken 
noch nicht die ſchicklichſte war. . 

„Von zweyen Kaufleuten in Amſterdam hat jeder ſei⸗ 
nen eigenen Commiſſionaͤr in Venedig, bende trauen 
aber ihren Commiſſionaͤrs nicht recht, und tragen dar: 
um den letztern auf, daß ſie einander Rechnung abzule⸗ 
gen hätten von dem ſaͤmtlichen ihren Mandanten gue 
ſtaͤndigen Gelde, was jeder vorraͤthig haͤtte. Wenn 
einer von beyden vielleicht etwas ſchuldig waͤre, ſo ſoll⸗ 
te es von dem Gelde des andern bezahlt, der baare Ue⸗ 
berſchuß aber wieder in der Handlung jedoch mit der 
Bedingung angeleget werden, daß keiner von beyden 
Commiſſionaͤrs für ſich allein etwas unternaͤhme, was 
der andre nicht billigte. Beyde Kaufleute zu Amſter⸗ 
dam richten indeſſen in Anſehung der zu Venedig nach 
abgeſchloſſener Rechnung für fie gemeinſchaftlich vorraͤ⸗ 
thig bleibenden Summe die gewoͤhnliche Handlungs⸗ 
Societät auf, wobey die Bedingung zum Grunde liegt, 
daß Gewinſt oder Verluſt im Verhaͤltniß des jedem jus 
ſtaͤndigen Theiles der vorraͤthig bleibenden Summe une 
ter ihnen vertheilt werden foll.,, 

Nun findet es ſich, daß A sooo fl. baar vorräthig 
hat, und B 2000 fl ſchuldig iſt; dieſe letztern werden als 
ſo von jener Summe bezahlt, und mit dem Ueberſchuß 
der zodo fl. werden 12000 fl. gewonnen: die Frage iſt, 
wie dieſer Gewinſt unter beyden vertheilt werden muͤſſe? 

Schooten antwortet: weil der Gewinſt Amahl fo: 
viel als das angelegte Capital ausmacht, ſo muß jeder auch 
viermahl ſoviel erhalten, als er eingelegt hat; mithin ers 
hält A +4>< 5000 20000 fl., und B = - 404 
2000=— 8000 fl. Das heißt, weil A wirklich soco fl. 
hatte, fo harte er bey eben dem Gefchäfte 4>< 5000 fl. 

gewonnen, wenn alles das Geld baar da geweſen ware. 


Weil nun B die fehlenden 2000 fl. erhalten hatte; ſo iſt 
f er 
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er die Urſache des Verluſtes der 8000 fl. und muß fie 
dem A erſetzen. 

Wie aber umgekehrt, wenn anſtatt der 12000 fl. 
Gewinſt 12000 fl. Verluſt eingetreten waͤre? 

Die Antwort iſt: nun hätte A 20000 fl. verlohren, 
und B dagegen 8000 fl. gewonnen: alſo muß A dem B 
8000 fl. zahlen. N 
Db der Juriſt in beyden Gallen die Sentenz eben fo 
abfaſſen wuͤrde, das iſt eine andre Frage: ich fuͤhre das 
Exempel nur an, um zu zeigen, daß die Schootenſche 
Beantwortung der Frage mit der jetzt allgemein angenom⸗ 
menen richtigen Vorſtellung von dem, was negative Groͤſ⸗ 
fe fey, ſehr wohl uͤbereinſtimme. Die baare Summe 
tft T 5000 - 2000, fie beſtehet aus einem pofitiven und 
negativen Theile. In dem erſten Falle ſoll jeder das vier⸗ 
fache des ihm zuſtaͤndigen Theiles haben, in dem andern 
Falle aber eine Summe, die dem vierfachen des ihm zu⸗ 
fländigen Theiles entgegen geſetzt iſt. 


28. C. 

Der Benennung falſche Wurzeln, Wurzeln un⸗ 
ter Nichts, ungeachtet, haben ſich alſo die aͤltern Alge⸗ 
braiſten oder Coſſiſten wenigſtens zum Theil uͤber die Na⸗ 
tur dieſer Wurzeln ſchon ſehr richtig erklaͤrt; Descartes 
traͤgt die Elemente der Algebra, ſo weit man ſie damahls 
kannte, gar nicht vor, ſondern ſetzt ſie als bekannt vor⸗ 
aus, alſo war es ſehr natuͤrlich, daß er den damahls 
uͤblichen Sprachgebrauch beobachten muſte. Jedermann 
nannte die negativen Wurzeln der Gleichungen falſche, 
erdichtete Wurzeln, Wurzeln unter Nichts, man war 
dieſe Sprache gewohnt, und niemand nahm Anſtoß dar⸗ 
an. Descartes iſt alſo gewiß, wo nicht der erſte, wie 
es Montucla (Hiftoire des Mathematiques Tom. II. Part. 
IV. Liv. II. pag. 85.) grade zu behauptet, doch einer der 
erſten, der den richtigen Gebrauch der negativen Wur⸗ 

s zeln 
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zeln bey Anwendung der Algebra auf die Geometrie ge⸗ 
wieſen hat, nachdem Vieta und Harriot den Gebrauch 
ganz allgemeiner Zeichen bey algebraiſchen Rechnungen 
gewieſen hatten. Wenn Descartes mit dem Worte 
falſche Wurzeln die Natur dieſer Wurzeln haͤtte anzei⸗ 
gen wollen, fo hätte er im zweyten Buche nicht fo volle 
kommen richtig und deutlich die Wurzeln der Gleichungen 
in reelle und imaginaͤre, die reellen aber wieder in wahre 
und falſche Wurzeln eintheilen koͤnnen. 

„Au refte tant les vrais racines que les faufes ne fone 

pas toujours reelles, mais quelques fois ſeulement 

imaginaives..,, 
Eben dieſe Bemerkung macht Rabuel bey der angeführten 
Stelle. (M. ſ. Commentaires ſur la Geometrie de M. 
Descartes par le R. P. Claude Rabuel, A Lyon 1730, 
pag 421. 450. In der Schootenſchen Ueberſetzung fin⸗ 
det ſich dieſe Stelle pag. 76.) Unter andern wird da⸗ 
ſelbſt ganz unten p. 42 f. geſagt, Descartes hätte auch 
die Ausdruͤcke poſitiua fupra, und poſitiua infra anſtatt 
wahre und falſche Wurzeln gebraucht: dabey wird auf 
den III. Theil der Carteſiſchen Briefe n. 78. verwieſen, 
woſelbſt ich das nicht finde. Indeſſen laßt mir die Stelle, 
welche ich oben im 2 1. H. aus der Schootenſchen Ueberſe⸗ 
tzung angefuͤhret habe, womit man im Comment. par 
Rabuel pag. 509. {qq. vergleichen kann, weiter gar keinen 
Zweifel übrig, daß Descartes von feinen wahren und fal- 
ſchen Wurzeln ſich eben die Begriffe gemacht habe, die 
wir uns jetzt davon machen, und daß man aus dem da⸗ 
mahls allgemein uͤblich geweſenen Nahmen nichts ſchlieſ— 
ſen koͤnne. 

29. . 

Daß der Sprachgebrauch der alten Algebraiſten, 
wenn ſie die mit (—) bezeichneten Wurzeln der Gleichun⸗ 
gen, falſche, erdichtete, Wurzeln unter Nichts, nen⸗ 
nen vormahls keinen Anſtoß verurſachet, daß man viel⸗ 

mehr 
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mehr dieſe Nahmen als Kunſtwoͤrter, die ihre feſtgeſetzte 
Bedeutung haͤtten, betrachtet habe, ſolches erhellet, wie 
es mir ſcheinet aus vielen Stellen fpäterer Schriftſteller. 
Schooten und Rabuel, wenn fie gleich alle beyde ſich voll 
kommen richtig über die Sache ſelbſt erklaren, reden doch 
alle bende eben fo. Beym Rabuel a. a. O. 42 1. §. heißt 


es im Commentar: 
„l (Descartes) apelle racines vrayes celles, dont la 


valeur eft plus grande que zero, fauſſes celles dont la 
valeur eft moindre que zero. — — — Zero eft 
pour ainſi dire, le terme ou les racines vrayes et 
fauſſes commencent, les unes allant d’un coté en croif- 
fant, o, +1, +2, +3,..., les autres allant de 
autre en deeroiſſant o, — 1, — 2, - 3ů3ůũ — 
Das Wachſen der negativen Wurzeln ſtellte man ſich als 
ein Abnehmen unter o vor. L’ Hopital (Traité des Se- 
ations Coniques, a Paris 1720. Livre VII. $. 304.) er⸗ 
klaͤrt ganz richtig, was poſitive und negative Abſeiſſen 
oder Appficaten find, ſetzt aber hinzu: 
„Les poſitives de ces valeurs f appellent auſſi Valeurt 
vraies, et les negatives Valeurs fauffes. ,, 
Selbſt Newton, von dem doch der neuere Sprachge⸗ 
brauch, wenn man jetzt lieber poſitive und negative Wur⸗ 
zeln ſagt, vornemlich herruͤhrt, giebt in der Arithmetica 
Univerfali Lugd. Bat. 173 2. pag. 5. keine andre als dieſe 
Erklaͤrung: j 
„Quantitates vel Affirmatiuae ſunt feu majores nibilo, vel 
Negatiuae feu nibilo minores. ,, 
Gleich darauf folgt das bekannte Exempel von Vermögen 
und Schuld, nachher aber folgen beffere, die von der Lage und 
Richtung grader linien, auch von entgegen geſetzten Bes 
wegungen hergenommen ſind. Der Vortrag der beruͤhm⸗ 
ten Maria Gaetana Agnefi, (Inſtitutioni Analitiche ad vſo 
del la Gioventu’ Italiana, in Milano, 1748, Tom. J. 
Cap. I. n, 2. pag. 2.) iff völlig fo, wie beym Newton, 
„Ma 
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„Ma della Quantitä altre fono pofitive, cio® maggiori 
del nulla, altre minori del nulla, e perd negative. ,, 
Es folgen auch eben die Exempel, unker welchen das erſte 
von Vermoͤgen und Schuld bergenommene, was alle Al: 
gebraiften haben, die Sache ſonſt ganz Zut erlaͤutert, 
wenn es nur nicht ſo gar leicht den Mißverſtand veranlaß⸗ 
te, als wenn poſitive Groͤſſe nur was wirkliches, negative 
Groͤſſe aber was fehlendes, nur Defect fey. Man wird 
verleitet, das verneinende in der Sache ſelbſt zu ſuchen, 
da es doch ſchlechterdings nur den Ausdruck angehet. 
(5. ö.) Mir erklaͤrt es fic) daraus aufs vollkommenſte, 
wie es zugehet, daß H. keonh. Euler ſogar, wenn er ſich 
uͤber die Elementarbegriffe von algebraiſch negativen Groͤſ⸗ 
ſen erklaͤren will, faſt allemahl den Ausdruck kleiner als 
Nichts braucht, ob er gleich vollkommen richtig redet, ſo⸗ 
bald von geometriſchen Groͤſſen die Rede iſt. Wer ſeine 
Introductionem in Analyſin Infinitorum fiefet, der wird 
daraus keine unrichtige Vorſtellung von der Sache lernen, 
wenn gleich in der kleinen deutſchen Algebra J. Abſchnitt 
18. 19. H. dieſe Ausdrücke vorkommen. Das entgegen 
geſetzte von T1 addiren, nennt er mit den alten Woe: 
braiſten ſubtrahiren: daher kommt a. a. O. die Vorſtel⸗ 

lung, daß die Reihe a 

Op 1, 25 pea SH Pp stone 
entſtehe, wenn immer Eins mehr weggenommen wird. 
Man ſetze anſtatt dieſer Worte die folgenden: wenn im⸗ 
mer wieder das entgegen geſetzte von Eins zugeſetzt 
wird; ſo iſt aller Anſtoß gehoben. 


30. g. f 
Aus dem bisher beygebrachten erhellet es, wie ich 
glaube, zur Genuͤge, daß man von pofitiven und negati⸗ 
ven Groͤſſen lange richtig gedacht, auch die Begriffe da⸗ 
von ganz richtig angewandt habe, wenn man gleich den et⸗ 
was unvollkommenen Sprachgebrauch der aͤltern — 
en 
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ſten beybehielte. Ein Hauptgrund davon war der, daß 
es an Schriftſtellern fehlte, welche Gedult genug hatten, 
die Elemente genau durchzudenken, und alle merkwuͤrdige 
Entdeckungen, welche man vermittelſt der algebraiſchen 
Analyſis gemacht hatte, mit den erſten Grundbegriffen in 
einen genauen und richtigen Zuſammenhang zu bringen. 
Einer der erſten Schriftſteller, der dieſes leiſtete, war der 
Freyherr von Wolff, die erſte Ausgabe feiner. lateiniſchen 
Elemente iſt vom Jahr 1713, eine andre vermehrte und 
verbeſſerte vom Jahr 1730. Wer es weiß, was dazu 
gehoͤrt, eine ſo groſſe Menge von Materialien, als dieſes 
Werk enthaͤlt, wiſſenſchaftlich zu ordnen, wovon viele 
vorher von den Erfindern nur als einzelne Unterſuchungen 
waren vorgetragen worden, der wird gewiß die ungemein 
groſſen Verdienſte des H. von Wolff um die Wiſſen⸗ 
schaft nicht verkennen Bey ihm find die Nahmen quan- 
titas nibilo major, nibilo minor (a nonnullis abfurda wie 
er hinzuſetzt, man vergleiche oben den 25. $.) jo gut als 
die Nahmen quantitas poftiua, aſſirmatiua, und quanti- 
tas priuatiua, negatina, Kunſtworter. (Elem, Analyſ. 
Finit. Cap. I. F. 6 pag 299.) Die Vorſtellungen daz 
von, man koͤnne das pofitive durch o-Fa, das negative 
durch o — a ausdruͤcken, find fo wie bey den alten Alge⸗ 
braiſten. Auch die Nahmen radix vera, radix falfa, wer- 
den als Kunſtwoͤrter erflart: (a. a. O. 135. 136. H.) alſo 
folgt daraus gar nicht, daß H. von Wolff durch dieſe 
Mahmen die eigentliche Natur und Beſchaffenheit ſolcher 
Groͤſſen habe anzeigen wollen. 


8 . N 
Daß uͤbrigens H. v. Wolffens Vortrag auf die Idee 
zu leiten ſcheine, als wenn das negative in der Sache ſelbſt, 
nicht im Ausdruck allein zu ſuchen ſey, iſt wohl nicht zu 
leugnen. Indeſſen merkt er doch a. a. O. 25. H. ſehr rich⸗ 
tig an, daß ein Verhalenif wie — 3 — 5 dem Verhaͤlt⸗ 
2 niffe 


1 
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niffe ＋ 3: ＋ 5 gleich fen, wenn er gleich im 24. §. behaup⸗ 
tet hatte, eine negative und eine poſitive Groͤſſe koͤnne 
man als heterogene Groͤſſen nicht vergleichen, von den 
beyden Gliedern eines Verhaͤltniſſes koͤnne alſo nicht das 
eine mit + das andre mit (—) bezeichnet ſehn. Auch 
dieſe letzte Behauptung iſt in dem Sinne, wie H. v. Wolff 
ſie nimmt, ganz richtig, und widerſpricht dem eigentlich 
nicht, was ich oben im 15. und 16. . davon feſtgeſetzet habe, 
Man kann nicht fragen, wievielemahl +2 in — 6 ent: 


halten ſey? wenn wir es gleich nun gewohnt ſind, — . 


z zu ſetzen. Wenn alſo auch in einem ganz richti⸗ 


gen Sinne geſagt werden kann, +2 fey — gmahl in — 6 
enthalten, ſo giebt doch das dem Quotienten voran geſetz⸗ 
te Zeichen (—) eben zu erkennen, daß nicht der Diviſor 
ſelbſt, ſondern eine ihm entgegen geſetzte ſonſt aber gleiche 
Zahl z mahl in 6 enthalten fey. Zwey Schritte vorwärts 
und ſechs Schritte ruͤckwaͤrts find weder 8 Schritte vor? 
warts noch 8 Schritte rückwärts zuruͤck gelegter Weg: in 
dieſem Sinne kann man ſie wie andre ungleichartige Groͤſ⸗ 
ſen nicht addiren. Wenn aber zwey Perſonen ſich von 
einer gewiſſen Graͤnze nach entgegen geſetzten Richtungen 
entfernt haben, der eine 2 Schritte vorwaͤrts, der andre 
6 Schritte ruͤckwaͤrts; fo find doch beyde um 8 Schritte 
weit von einander entfernt: auch hat ſich der eine zmahl 
weiter als der andre von der gemeinſchaftlichen Graͤnze 
entfernt. H. v. Wolff traͤgt die Theorie von den krum⸗ 
men linien noch nicht in der Allgemeinheit vor, wie fie 
andre Schriftſteller, die groſſentheils mit ihm zugleich leb 
ten, ihn aber auch zum Theil noch uͤberlebten, bearbeitet 
haben: ſonſt Hätte die Betrachtung der poſitiven und nega⸗ 
tiven Abſeiſſen und Applicaten, ihm gewiß nähere Ver⸗ 
anlaſſung gegeben, ſich uͤber die Natur der entgegen ge⸗ 
ſetzten Groͤſſen beſtimmter zu erklaͤren. Eine hieher gehoͤ⸗ 

rige 
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rige ganz richtige Stelle findet ſich doch in den Elem. Anal, 
Infinitor. Cap. II. F. 29. Im Cap. VII. Anal, Fiuito- 
rum, woſelbſt umftändlich von der Conſtruction der Glei⸗ 
chungen gehandelt wird, woſelbſt auch unter andern die 
Conſtruction der eubiſchen und biguadratiſchen Gleichung 
vermittelſt des Kreiſes und der Parabel vorkommt, und 
Carteſens Geometrie §. 613. ſelbſt angeführt iſt, wird es 
ſo beſtimmt und deutlich, als Descartes es ſelbſt ſagt, 
nicht bemerkt, daß die entgegen geſetzten gemeinſchaftlichen 
Applieaten des Kreiſes und der, Parabel die entgegen geſetz⸗ 
ten Wurzeln vorſtellen. 


32. F. 

Nachdem wir im Jahr 1734. die vortreflichen Ele · 
menta Mathefeos des Herrn Haufen erhalten haben, wor⸗ 
in die Elementarbegriffe von pojitiven und negativen Groͤſ⸗ 
ſen gleich Anfangs (a. a. O. Arithm. Prop. I. Schol. I. 
pag. 13. 14.) im vollkommenſtan kichte dargeſtellet werden, 
hat ſich der ehemalige der Sache allerdings nicht recht an⸗ 
gemeſſene Sprachgebrauch nach und nach aus den ſpaͤter 
erſchienenen Lehrbuͤchern immer mehr verlohren. Hiezu 
haben uͤberdem auch die Vorleſungen uͤber die Rechen⸗ 
kunſt und Geometrie des H. von Segner, Lemgo 1747, 
ſehr vieles beygetragen. Man findet darin keine Spur 
mehr von dem Sprachgebrauch der alten Coſſiſten, viel⸗ 
mehr iſt daſelbſt bey dem Vortrage der erſten Elementar⸗ 
begriffe (a. a. O. 72 — 75. §. der Rechenk. 26. 27. S.) 
alles ſorgfaͤltig verhuͤtet worden, was die unrichtige Vorſtel⸗ 
lung veranlaſſen koͤnnte, als wenn eine mit (—)9 bezeich⸗ 
nete Zahl einen Defeet und die mit T bezeichnete nur et⸗ 
was wirkliches anzeigen ſolle. Eben dieſe beyden Schrift⸗ 
ſteller haben die Elemente der algebraiſchen Analyſis mit 
den Grundſaͤtzen der Carteſianiſchen algebraiſch analyti⸗ 
ſchen Geometrie in die genaueſte Verbindung gebracht, 
wie es ſich aus den gleich folgenden Bemerkungen ergeben 


wird. 
Q 2 33. . 
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ey Sie, 

Was die beyden erſten Grundoperationen, bie Ad⸗ 
dition und Subtraction betrift, fo war es ſchon von ſelbſt 
klar, daß — 5 3 fo gut = — 2 ſeyn muͤſſe, als 
+5—3=r+2 wird, wenn man die Vorausſetzung 
nicht aus der Acht laͤſſet, daß dergleichen Rechnungen 
nur auf ſoſche Griffen angewandt werden, welche nicht 
allein bis auf o abnehmen, ſondern auch in den entgegen 
geſetzten Zuſtand uͤbergehen koͤnnen. Es war eben ſo klar, 
das — 2 von — 5 ſubtrahiret fo gut den Reſt — 3 laſſen 
muͤſſe, als +2 von +5 fubtrahirt den Reſt +3 laßt. 
Sollte die algebraiſche Addition entgegen gefeßter Griffen 
wie +5 und — 3, oder — 5 und +3, eine Vermin⸗ 
derung des groͤſſern um das kleinere ſeyn, und ſollte die 
algebraiſche Subtraction das wieder aufheben, was die 
algebraiſche Addition bewirkt hatte; ſo muſte die letzte eine 
Vermehrung bewirken, wenn die erſte eine Verminde⸗ 
rung bewirkt hatte. Denn eine vorgegangene Vermins 
derung wieder aufheben, das heißt, eine eben ſo groſſe 
Vermehrung bewirken. Dieſemnach muß — 3 von +2 
algebraiſch ſubtrahiren ſoviel heiſſen, als +2 noch um 
3 vermehren. Allemahl wird die Groͤſſe, wovon man 
ſubtrahirt, als ein Ganzes angeſehen, und was man fubs 
trahiren ſoll, als ein Theil, welchen man wegnehmen muß. 
Aber T2 2 ＋5 — iſt ein algebraiſches Ganzes, das 
aus den einander entgegen geſetzten Theilen +5 und — 3 
beſtehet: den negativen Theil — 3 wegnehmen heißt alſo, 
den poſitiven Theil ＋ 5 ganz wieder herſtellen. Es iſt 
vielleicht nicht ganz uͤberfluͤſſig, wenn ich die Erinnerung 
aus dem 15. §. wiederhohle, daß die ſonſt bekannten arith: 
metiſchen und geometriſchen Grundſaͤtze hier keine Anwen: 
dung finden: es lieſſe ſich ſonſt daraus beweiſen, ein Theil 
fonne groͤſſer als das Ganze ſeyn. Man vergleiche oben 
den 62. H. der II. Abhandlung. 5 
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34. §. 

Oben im 18. und 20. §. iſt es ſchon bemerkt worden, 
was vermöge des in Carteſens Geometrie feſtgeſetzten 
Sprachgebrauchs algebraiſche Multiplication fen, wenn 
die Gactoren grade linien find, und was algebraifche Dis 
viſion fey, wenn der Dividendus eine grade Knie iſt, der 
Diviſor mag entweder auch eine grade Linie oder eine Zahl 
ſeyn. Descartes ſelbſt, ſo wie ſeine oben angefuͤhrten 
Ausleger, auch Newton, (Arithm. Vniv. pag. 6. 7.) 
tragen insgeſammt eine geometriſche Conftruction vor, um 
die algebraiſch⸗geometriſche Multiplication und Diviſion 
vorſtellig zu machen, welche mit der von mir oben im 
18. $. vorgetragenen völlig einerley iſt. Sie laſſen es 
aber alle dabey bewenden, zu zeigen, daß man vermittelſt 
dieſer Conſtruction die Groͤſſe der geſuchten Linie finde, obs 
ne auf ihre Lage Ruͤckſicht zu nehmen, die auch vermittelt 
der Conſtruetion verſchieden gefunden wird, nachdem man 
die eine von beyden gegebenen linien oder alle beyde auf 
den verlaͤngerten Schenkeln des Winkels an der andern 
Seite der Spitze nimmt. Man war, wie es ſcheint, der 
Regeln, nach welchen das Zeichen des Produets oder des 
Quotienten aus den Zeichen der gegebenen Groͤſſen gefun⸗ 
den wird, ſo ſehr gewohnt, daß man nicht ſehr um einen 
recht einleuchtenden Beweis beſorgt war; ſonſt war es an 
ſich ungemein leicht darauf zu verfallen. Die feſtgeſetzten 
Carteſiſchen Begriffe der algebraiſchen Multiplieation und 
Diviſion finden, wenn es darauf ankommt dieſe Regeln 
zu beweiſen, ihre unmittelbare Anwendung, wenn man 
den Begriff der Gleichheit zweyer Verhaͤltniſſe nur dahin 
einſchraͤnkt, daß die Glieder des einen einander entgegen 
geſetzt, oder nicht entgegen geſetzt ſeyn muͤſſen, nachdem 
die Glieder des andern Verhaͤltniſſes ſich in dem einen 
oder dem andern Falle befinden. (15. $.) 


O 3 38. §. 


246 III. Ueber die verneinten 


35. §. 
Mir iſt kein früherer Schriftſteller bekannt, der die: 

fe Anwendung der Carteſiſchen Begriffe von der algebrai⸗ 
ſchen Multiplication und Divifion auf die Sehre von den 
entgegen geſetzten Groͤſſen ſo ganz beſtimmt und deutlich 
gewieſen hatte, als H. Haufen in den Elem, Mathef. 
Prop. III. Schol. 2. pag. 19. fq. und bald nachher H. von 
Segner in den oben im 27. H. ebenfalls erwehnten Bor: 
leſungen über die Rechenkunſt und Geometrie, XIII. Ab⸗ 
ſchnitt. 53. u. f. F. 648 u. f. S. auch eben fo im J. Theil 
des Curfus Mathem Halae Magd. 1756. Arithm. Vniv. 
Sef. J. F. 35. pag. 268. 269. und noch vollſtaͤndiger in 
eben dieſes Curfus Mathem. Tom II. 175 8. Set. II. 
§. 90. 91. Eben daſelbſt wird zugleich gewieſen, daß in 
den hier vorkommenden bekannten vier Faͤllen durch die 
Conſtruetion beydes die Groͤſſe und Lage der geſuchten gra⸗ 
den linie fo gefunden werde, wie es den laͤngſt bekannt 
geweſenen Rechnungsregeln gemaͤß iſt. Der Vortrag 
dieſer lehren in den Inſtitut. Anal. der Maria Gaetana Agne- 
fi, Cap. 1. $. 7. 12. pag. 6. 7. 10. 11. wenn gleich die⸗ 
ſe Schriftſtellerin die erſten Grundbegriffe eben fo vortraͤgt, 
wie fie in Newtons Arithm. Vniv. ſtehen, (m. ſ. oben 
den 29. $.) iſt übrigens völlig fo, wie beym H. Haufen; 
die Regeln nach welchen man das Zeichen des Products 


\ a 
à. b, oder des Quotienten +: finden foll, werden aus 


den Proportionen 1:a bre. b, und a. b: ba: 1 her⸗ 
geleitet, mit der Vorausſetzung, daß die beyden nachfol⸗ 
genden Glieder uͤbereinſtimmige oder entgegen geſetzte Zei: 
chen haben muͤſſen, nachdem ſich die beyden vorhergehen⸗ 
den Glieder in dem erſten oder in dem zweyten Falle be⸗ 
finden. Es iſt unter andern daraus abzunehmen, daß 
dieſe Schriftſtellerin den Ausdruck: Groͤſſe unter Nichts, 
anſtatt negative Gröffe, für nichts anders als ein Kunſt⸗ 

. wort 
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wort angeſehen habe, keinesweges fuͤr einen Ausdruck, 
der die Sache ſelbſt bezeichnen ſoll. f 


36. % i 

H. Maclaurin (Treatife of Algebra London 
1756. H. 7. pag. 6. 7.) erflärt ſich Über dieſen Sprachge⸗ 
brauch fo buͤndig, daß ich nicht umhin kann, die Stelle 
ganz hieher zu ſetzen. Die Rede iſt von der pofitiven und 
negariven Groͤſſe, und H. Maclaurin faͤhrt ſo fort. 

„The are equally real, bus oppoſite tho each other, 
fo as to take away each others effect, in any opera- 
tion, when thay are equal as to quantity, Thus 3 — 3 
Do, and a—a=o. But though 4a and — 4 
are equal as to quantity, we do not fuppofe in Alge- 
bra that Tag a; becaufe to infer equality in this 
{cience, they muſt not only by equal as to quantity, 
bot of the fome quality, that in every operation the 
one moy have the fame effect as the other. (Man 
vergleiche oben den 15.6.) A decrement moy be 
equal to an increment, but it has in all operations a 
contrary effect; a motion down wards may be equal 
to a motion upwards, and the depreffion of a ftar be- 
low the horizon moy be equal to the elevation of a 
ftar above it: but thofe pofitions are oppofite, and 
the diftance of the ftars is greater than if one of them 
was at the horizon fo as to have no elevation above it, 
or depreſſion below it, It is on account of this con- 
trariety that a negative quantity is faid to be fs than 
nothing, becaufe it is oppoſite tho the pofitive, and di- 
minifhes it when joined to it, whereas the addition 
of o has no effect, 

Dieſe Stelle ware die vollkommenſte Vertheidigung 
des Sprachgebran s, wenn es noch gewoͤhnlich wäre, 
Griffen unter Nic, s anſtatt negative Groͤſſe zu ſagen. 
Hiemit verdient eine Stelle aus einer kleinen Schrift mei⸗ 

Q 4 nes 
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nes ehemahligen lehrers, des jetzigen Herrn Etaats- Rath 
Aevinus in Petersburg, De notione quantitatis negativae 
Roftochii 1754, verglichen zu werden. Die Bekanntma⸗ 
chung einer ſolchen Schrift, wenn ſie ſich gleich nur mit 
der Erörterung eines Elementarbegriffes beſchaͤftigte, war 
zu der Zeit noch nicht uͤberfluͤſſig, wenn wir gleich die 
Hauſenſchen und Segneriſchen lehrbuͤcher ſchon hatten: 
andrer zu geſchweigen, die groͤſtentheils nur aus den Wolf⸗ 
fi'chen Schriften genommen waren, ohne mehr zu leiſten, 
ja ohne vielleicht einmahl ihren um die mehrere Ausbrei⸗ 
tung mathematiſcher Kenntniſſe unter den deutſchen Ge 
lehrten ſehr verdienten Vorgaͤnger zu erreichen. i 


N 

H. Aepinus bemerkt in der angeführten Schrift un: 
ter andern ſehr richtig, daß man um alle Mißdeutung zu 
vermeiden lieber quantitas negatiue expreſſa und nicht 
quantitas negatiua fagen koͤnnte. Mit dem alten Sprach⸗ 
gebrauch, wenn man radix falſa ſagt, iſt er nicht zufrie⸗ 
den, glaubt auch, daß H. v. Wolff ſo wie mehrere andre 
durch den Nahmen zu unrichtigen Vorſtellungen von der 
Sache ſelbſt waren verleitet worden. Bey dem allen Auf 
ſert er, daß man den alten Nahmen quantitas nibilo mi. 
nor mit mehrern Rechte dulden koͤnne. Er ſetzt folgendes 
hinzu. 5 
Vn fe quidem ſpectatum doe nomen abſonum non vi- 
deri non poteſt, quis enim quae ſo, cui mens eft im- 
perturbata, concipere poteft quantitatem parti ni- 
hili, quod nullas habet partes, aequalem. (Der H. 
Verf. hat die Definition im Sinne, minus eft altero 
quod parti alterius aequale eſt.) Sed falua adhuc res 
eft, nee enim hoc hac voce indicare vnquam in men- 
tem venit Mathematicis. Indigitare enim potius vo- 
lunt hac locutione ortum ejusmodi quantitatis ex po- 

fitina, qui fir tranſeundo per O. ete, , 
f Es 
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Es folgt hiernächft noch die ganz richtige Bemerkung, 
daß man eben fo gut Wallifii Ausdruck Gröffer als Un 
endlich dulden koͤnne, woran man ſich doch ſo ſehr ge⸗ 


5 1 
ſtoſſen hat. Wenn nemlich der Nenner des Bruchs — 
X 


veränderlich iſt, und wenn eben diefer Bruch bis zur Graͤn⸗ 
ze oo waͤchſt, vorausgeſetzet daß Tx bis auf o abnehme, 


8 fo folgt ſehr natürlich, daß : 


* So wird. Ich werde diefe Bemerkung bald nach 
her noch in andrer Abſicht nutzen. 


38. 6. 

Die lehre von verneinten Groͤſſen war alſo von den 
bisher angefuͤhrten Schriftſtellern, als die zweyte Haͤlfte 
des jetzt noch laufenden Jahrhunderts anfieng, fo weit zur 
Richtigkeit gebracht, daß auch die Ausdruͤcke genau genug 
mit der Sache uͤbereinſtimmten: wer vielleicht auch noch 
den Ausdruck kleiner als Nichts brauchte, und ſich ſo 
daruͤber erflärte, wie die Herrn Maclaurin (36. $.) und 
Aepinus, (37. H.) der verdiente doch wohl weiter keinen 
Tadel, als der verdienen wuͤrde, der lieber Zenßzahl an⸗ 
ſtatt Quadratzahl ſagen wollte. Indeſſen iſt es allerdings 
ein Vortheil für die Wiſſenſchaft, wenn auch der Sprach⸗ 
gebrauch fo genau und richtig der Sache augemeſſen tft, 
daß er nicht leicht einen Mißverſtand veranlaſſen kann. 
Deutſche Schriftſteller werden nun nicht leicht mehr ſo 
wie die alten Algebraiſten reden, wenn ſie gleich der alten 
Art ſich auszudruͤcken wohl um deßwillen erwehnen, da 
mit angehende Mathematiker auch mit dem ehemaligen 
Sprachgebrauch bekannt werden. Auswaͤrtige beſonders 
franzoͤſiſche auch neuere Schriftſteller reden zum Theil 
noch ſo, jedoch nur, wenn ſie die Elemente vortragen, 
wobey fie die nöthige Strenge gewöhnlich nicht fo genau 

as als 


> co werde, wenn 
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als deutſche Schriftſteller beobachten: bey der Anwen⸗ 
dung auf die Theorie von den krummen Linien erklaͤren ſie 
ſich wenigftens in der Hauptſache völlig richtig. Zu 
wuͤnſchen waͤre es, daß der Sprachgebrauch auch bey an⸗ 
dern Lehren, die bisher ähnlichen Anſtoß verurſachet ha⸗ 
ben, ebenfalls immer mehr berichtiget wuͤrde. Die Vor⸗ 
ſtellung, daß das negative kleiner als O und groͤſſer als 
das Unendlichgroſſe fen, hängt eben fo natuͤrlich mit der 
algebraiſchen Zeichenſprache zuſammen, als die mancher⸗ 
ley Vorſtellungsarten von Unendlichkleinen oder Unendlich⸗ 
groſſen, und den unzaͤhlich vielen Ordnungen deſſelben. 
(M. ſ. oben die I. Abhandlung 29. u. f. auch 34. u. f. &) 
Hat man es aber noͤthig gefunden, den Sprachgebrauch in 
der lehre von den entgegen geſetzten Groͤſſen zu berichtigen, 
warum denn auch nicht in der fuͤr die ganze Mathematik 
fo aͤuſſerſt wichtigen lehre von den Graͤnzen veraͤnderlicher 
Verhaͤltniſſe und Summen? (Man vergleiche auch g. a. 
O. den 39. $.) , 


39. §. 

Man weiß, daß es bey der Anwendung der alge⸗ 
braiſchen Analyſis auf die Theorie von krummen linien 
nicht ſo ſehr darauf ankomme, aus bekannten Groͤſſen 
eine oder mehr unbekannte Groͤſſen zu finden, als viel⸗ 
mehr darauf, daß man allgemeine Unterfuchungen über 
die Geſetze anſtellet, nach welchen zwey oder mehr veraͤn⸗ 
derliche Groͤſſen von einander abhaͤngen. Alles hängt 
hiebey von richtiger Anwendung der ſonſt ſo ſehr leicht zu 
uͤberſehenden Regeln der Buchſtaben Rechnung ab. Viel⸗ 
leicht hat H. Lambert (a. a. O. M. ſ. oben den 1. $.) 
fehlſame Anwendungen dieſer Regeln im Sinne gehabt, 
wenn er an H. v. Daviſſon ſchreibet, die Lehre von den 
verneinten Groͤſſen ſey noch nicht völlig zur Richtigkeit 
gebracht, und die Vorſtellung welche ſich H. Kühn vor⸗ 
mahls von den unmoͤglichen Wurzelgroͤſſen machte, iſt 
allerdings ein merkwuͤrdiges Beyſpiel davon. Es iſt ee 

auch 
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auch nicht das einzige, was ich kenne, und in fo fern 
koͤnnte H. Lambert wohl Recht haben, wenn er noch im 
Jahr 1773 ſchreibt, die kehre von den verneinten Groͤſ⸗ 
fen ſey noch nicht zur völligen Richtigkeit gebracht. Wenn 
ich alſo noch einige dahin gehoͤrige Bemerkungen folgen 
laſſe; fo möchten fie wohl noch nicht ganz uͤberſtüſſig ſeyn. 


40. §. 8 

Die Grundbegriffe von poſitiven und negativen 
Groͤſſen, und die Rechnungsregeln, wie man damit um⸗ 
gehen muß, find vermittelſt der Abſtraction aus ſolchen 
Gallen gefunden, wobey man allemahl nur an grade fi: 
nien gedacht hat. Nach Carteſens Geometrie, worauf 
unſre ganze neuere Geometrie der krummen Linien gegruͤn⸗ 
det iſt, ſtellet jede algebraiſche Formul eine grade Linie vor, 
(23. F.) und doch iſt das geſuchte oft ein Winkel, eine 
Flaͤche, ein Förperlicher Raum. Die Gormuln, wel⸗ 
che das geſuchte ausdruͤcken, findet man oft negativ: alſo 
iſt beym algebraiſchen Vortrage der Geometrie auch oft 
die Rede vom negativen Winkel, von einer negativen 
Flaͤche, oder einem negativen koͤrperlichen Raum. Mit 
dem allen hat es in der Hauptſache ſeine vollkommen gute 
Richtigkeit: nur in der Anwendung auf beſondre Faͤlle 
kann man es leicht verſehen, wenn man nicht auf die 
Gründe Ruͤckſicht nimmt, wovon eigentlich alle algebrai⸗ 
ſche Operationen abhaͤngen. Der Begriff, welchen man 
ſich uͤberhaupt und im allgemeinen von einer veraͤnderli⸗ 
chen oder unbeſtimmten Groͤſſe macht, wenn man ſie mit 
25 Y, x, bezeichnet und alsdenn in Rechnung bringt, 
laͤßt Überhaupt zu, daß eine ſolche Groͤſſe alle mögliche 
poſitive und negative Werthe haben koͤnne; die Null, als 
die Graͤnze zwiſchen beyden, nicht ausgeſchloſſen. Allein 
bas Seles „ nach welchem eine folche Groͤſſe von der an⸗ 
dern abhängen foll, wie wenn y als eine Function von x 
betrachtet wird, kann vielleicht ſehr viele an ſich moͤgliche 

N Wer⸗ 
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Werthe fuͤr y ausſchlieſſen, wenn gleich für x jeder an 
ſich moͤgliche Werth angenommen werden kann. Die 
leicht zu uͤberſehende Gleichung für die Parabel / S nxx, 


n 
wenn n eine Zahl und der Parameter = —. 1 iſt, giebt 
n 


davon ſchon ein bekanntes Beyſpiel ab: fie zeigt, daß y 
allemahl an einer Seite der Abſciſſenlinie bleibe, man 
mag die Abfeiffen poſitiv oder negativ nehmen. Wenn y 
die Applicate einer krummen linie vorſtellet, fo befremdet 
das eben nicht; wir ſind es viel zu ſehr gewohnt, uns 
krumme Linien von allerley Figuren vorzuftellen, alſo auch 
ſolche, die ganz an einer Seite der Abſeiſſenlinie liegen. 
Wenn dagegen das y eine mit der Abſciſſe x zuſammenge⸗ 
hoͤrige Fläche bezeichnet, fo wie man fie vermittelſt der 
Integralrechnung findet; ſo kann es das Anſehen haben, 
als wenn die Rechnung mit der Natur der Sache nicht 
uͤbereinſtimmte, wenn man ſich nicht daran erinnert, daß 
eine ſolche Integralformul ebenfalls eine linie keine Flaͤche 
bezeichnet, eine knie nemlich, die ſich zum kaͤngenmaaſſe 
verhaͤlt, wie die geſuchte Flaͤche zum gleichnahmigen Qua⸗ 
dratmaaß. 


ö 41. §. 

Zwiſchen den poſitiven und negativen Werthen einer 
veraͤnderlichen Groͤſſe muß es eine Grange geben, und 
wenn y eine veraͤnderliche linie bezeichnet, ſo iſt zwar alle⸗ 
mahl ein Punet die Graͤnze: der Ort dieſes Punets aber 
kann unbeſtimmt ſeyn, wenn nemlich nicht die Stelle, 
ſondern nur die Lage der graden linie gegeben iſt, worauf 
man die pofitiven und negativen Werthe y nehmen ſoll. 
Bey Anwendung diefer kehren auf die Theorie von krum⸗ 
men Linien giebt es Galle beyder Art. Der Anfangspunet 
der Abſeiſſen iſt die Graͤnze fuͤr die poſitiven und negati⸗ 
ven Abfeiffen, und der Ort dieſes Puncts iſt beſtimmt gee 
geben, ſobald alle Coeffictenten der Gleichung gegeben find, 

wei 
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weil auch die Stelle der Abſeiſſenlinie als gegeben ange⸗ 
nommen wird. Wenn dagegen y eine gradlinichte Appli⸗ 
cate bezeichnet, welche gegen die- Abſciſſe unter einen be⸗ 
ſtaͤndigen Winkel geneigt ſeyn ſoll; fo ift zwar ihre Lage 
aber nicht ihre Stelle gegeben. Sie hat fuͤr jede andre 
Abſciſſe eine andre Stelle, und die Abſeiſſenlinie ift der 


_ unbeftimmte Ort der Grange zwiſchen den pofitiven und 


negativen Applicaten. Was ſich an der einen Seite die⸗ 
ſer Graͤnze befindet, das muß mit dem, was an der an⸗ 
dern Seite befindlich iſt, ein zuſammenhaͤngendes Ganzes 
ausmachen. So lange nur von einer veraͤnderlichen gra⸗ 
den Linie die Rede iſt, ſo lange findet man dabey keinen 
Anſtoß. Die Graͤnze, wo die poſitiven Werthe anfan⸗ 
gen ſollen, mag in der graden linie wo man will befindlich 
ſeyn, allemahl kann die grade linie auch uͤber dieſe Graͤn⸗ 
ze hinaus nach der andern Seite hin verlängert werden. 
Der Anfangspunet der Abfeiffe hat immer einerley Stelle, 
fo lange man die Gleichung für die krumme linie nicht aͤn⸗ 
dert: und wenn gleich der Anfangspunct der Applicate 
nicht immer einerley Stelle hat, ſo liegt er doch gewiß in 
der Abſciſſenlinie. 


42. §. 
Bey einer ſolchen graden linie kommt uͤberdem nur 


die ganz einfache Ausdehnung nach der Lange in Betrach⸗ 
tung: mit einer Fläche und mit koͤrperlichen Raͤumen hat 


es dagegen eine ganz andre Bewandniß. Schon auf ei⸗ 


ner Ebene giebt es um jeden Punet herum unzaͤhlig viele 
verſchiedene Richtungen wohin ſich ihre Ausdehnung er⸗ 
ſtreckt, und die Ausdehnung des koͤrperlichen Raums er⸗ 
ſtreckt ſich um jeden Punct nach allen Seiten. Wenn 
wir einer Ebene eine zwiefache Ausdehnung nach der Laͤn⸗ 
ge und Breite, dem koͤrperlichen Raum eine dreyfache 
Ausdehnung nach der ange, Breite und Dicke oder Hd: 
he zuſchreiben; fo iſt das nur ein Hiilfomictel für die 

ch 
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Rechnung. Lange und Breite find nur zweyerley Rich⸗ 
tungen, fange, Breite und Dicke, dreyerley Richtun⸗ 
gen, nach welchen wir uns die Ausdehnung einer Ebene 
oder eines Koͤrpers vorſtellen. Bey Anwendung der In⸗ 
tegralformul fydx ſetzen wir voraus, die zu quadrirende 
Flaͤche erſtrecke ſich laͤngſt der Abſciſſenlinie fort, wir den: 
ken dabey nur an ihre Ausdehnung in die Lange nach der 
Richtung der Abſciſſenlinie vorwärts und ruͤckwoͤrts: ale 
lein die Ausdehnung der Flaͤche aͤndert ſich auch in der 
Richtung der Ordinate, und das Geſetz nach welchem die⸗ 
ſe Aenderung erfolgt, liegt mit in der Integralformul. 
Man weiß, daß die Formul fydx vorausſetze, es müffe 
eine Gleichung zwiſchen rechtwinklichten Coordinaten x, 
y, bekannt ſeyn, und dieſe Vorausſetzung genuͤget hier, 
weil alles folgende leicht auf den Fall, wenn der Coordi⸗ 
natenwinkel ein ſchiefer Winkel iſt, angewandt werden 
kann. Was man nun eigentlich ſucht, das iſt die Groͤſſe 
der Flaͤche zwiſchen der Abſciſſe, den beyden Applicaten im 
Anfangs und Endpunct der Abſeiſſe, und dem dazwi⸗ 
ſchen liegenden Bogen. Es kommt indeſſen darauf an, 
was fuͤr eine Bedingung man bey Zuſetzung der beſtaͤndi⸗ 
gen Groͤſſe zum Grunde legen will: ſoll ſydx So ſeyn 
für x ra, oder xX -, fo liegt die quadrirte Flaͤche 
zwiſchen der Applieate, die vom Anfangspunct der Abſeiſ⸗ 
fen um die Diſtanz Fa oder —a entfernt iſt, und der 
Applicate im Endpunet der Abſeiſſe. Die erſte Applicate 
mag nun im Anfangspunet der Wbfciffe ſelbſt, oder in ei⸗ 
nem andern um den Abſtand a davon entfernten Punet 
angenommen ſeyn: ſo ſcheint es, daß ſie nicht allein ſelbſt, 
ſondern auch ihre Stelle als unveraͤnderlich angeſehen wer⸗ 
den muͤſſe. Es ſcheint auch als wenn eben dieſe unveraͤn⸗ 
derliche Applicate die Graͤnze des poſitiven und negativen 
Theils der quadrirten Flache fey, wenn ſich dieſe von jener 
Applicate aus nach beyden Seiten erſtreckt. Iſt es alſo 
die Applicate im Anfangspunct der Abſeiſſen, ſo — 
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daß mit entgegen geſetzten Abſeiſſen auch allemahl entge⸗ 
gen geſetzte Flaͤchenraͤume zuſammen gehören muͤſſen. 


43. §. - 

Hiemit ſtimmen aber die Reſultate der Rechnung 
ſchon nicht uͤberein, wenn man auch nur auf die bekann⸗ 
teſten und leichteſten Fälle die Anwendung macht. Die 
linie MN fey grade, und werde von der Abſeiſſenlinie BC 36: 
unter einem Winkel CAM geſchnitten, deſſen Tangente 
=n iſt. Man ſetzte A x, PM y, fo iſt y nx, 
ydx nxdx, und ſydx = zn f C. Wenn nun fydx 
mit x zugleich verſchwinden ſoll, fo hat man fydx = 
znx', und dieſe Formul bleibt poſitiv, wenn auch x ne 
gativ genommen wird. Sie zeigt nur an, daß zwiſchen 
gleich groſſen einander entgegengeſetzten Abſeiſſen, den 
Applicaten durch die Endpuncte, und den dazu gehörigen 
Abſchnitten der graden Linie MN, gleiche Flaͤchen ent: 
halten ſind. Wenn man uͤberlegt, was das xx in der 
Formul eigentlich vorſtellet, ſo nimmt man auch leicht 
wahr, daß die Formul nichts weiter als die Groͤſſe der 
geſuchten Flaͤche in dem oben (21. $.) feſtgeſetzten Sinne 
anzeigen koͤnne. Wenn nemlich AG 1, und das Qua: 
drat AGHI = Qgeſetzt wird, fo iſt eigentlich ydx n. 
5 Nimmt man AD=AG=ı, AE 
AG AG 8 f 
AP=x, fo giebt die aus dem 18. $. ſchon bekannte Ver⸗ 
zeichnung AQ = = und wenn aud) AE nach AF, 


3 B xx AQ. 
AP nach AR gelegt wird, Die Zahl —: AG — > 
ch AR geleg Zah . = 


zeigt nun an, wie vielmahl das uͤber AP verzeichnete Qua⸗ 
drat APKL gröffer als AGHI fey, und die Zahl En giebt 
das Verhaͤllniß der Mache APM gegen das Quadrat APKL 

5 an. 


37. 
Jig. 
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an. Daß die eben fo groffe Fläche ARN, welche mit der ne 
gativen Abſeiſſe AR zufammen gehört, unter der Abſciſſen⸗ 
linie befindlich fey, wird ſchon durch die Gleichung zwi⸗ 
ſchen den Coordinaten x und y angezeiget, weil dieſe für 
negative x auch negative y giebt. 


44. §. 
Man nehme einen andern Anfangspunct der Ab⸗ 


ſciſſen in D, ſetzte AD Sa, DPS x, PM = y, fo iſt 


nun yn(a Y), und fydx = nax + Zaxx = EDPM, 
sofern fydx mit x zugleich verſchwinden ſoll. Für nega⸗ 
tive x wie DQ wird nun ED N =— nax + foxx nega- 
tiv: denn x<a giebt nxx S nax. Indeſſen waͤchſt die⸗ 
fer negative Werth nur fo lange als X Ta bleibt. Kür 
x Da hat man ſydx = — naa = DAE, Kür groͤſſere 
negative x, wie DK, nimmt das negative Integral wie⸗ 
der ab, wie man gleich ſiehet, wenn man a+z anſtatt x 
feßet, da dann — naa — naz + znaa + naz ＋ n= = 
— naa + Znzz gefunden wird: demnach kann das Inte⸗ 
tegral die Flaͤche zwiſchen DE und RS nicht ausdrucken. 
Dieſes wäre die arithmetiſche Summe ADE+ ARS und 
das Integral giebt die arithmetiſche Differenz ADE — 
ARS. Wird x= DF g a, oder 2 AF a, fo wird 
aufs neue lydx So, und daraus erhellet, daß mit der 
Abſeiſſe DR die Flaͤche FRSG zuſammen gehöre. Für 
noch groͤſſere negative x wird fydx wieder poſitiv, es ge: 
hört nun mit der Abſeiſſe DT die Flaͤche FG VT zu: 
ſammen. 

45. 6. 

Es bleibe, wie im vor. §. FA S a und man ſetze 
FP=x, fo hat man y n (x- a) und das giebt fydx 
Nx — nax = FRSG, wiederum mit der Vorausſe⸗ 
gung, daß fydx = o werden ſoll, wenn x= o wird. 
Mach dieſer Formul iſt für poſitive das Integral fydy 
anfangs negativ, fo lange * <a bleibt, und es wird 


— 
— — 
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= naa = FAG fir, x Sag FA. Der negative 
Werth nimmt wieder ab, wenn x>a wird, wie man am 
beſten uͤberſiehet, wenn man AQ 2, alſon nun a 
anſtatt x ſetzet: denn man erhält fydx = Znaa - naz, 
Zuzz — naa — naz nan + zuzZ. Demnach kann 
das Integral wiederum die Flaͤche zwiſchen FG und N. 
nicht ausdruͤcken, weil dieſe die arithmetiſche Summe der 
Dreyecke AFG, A wäre, da doch das Integral ihre; 
arithmetiſche Differenz angiebt. Jene Summe wurde 
auch mit FQ wachſen, wogegen fydx abnimmt, fo lange 
x Ca a, oder 2 Ca bleibt: demngch kann keine andre Flaͤ⸗ 
che als DEN gemeint ſeyn. Eben dieſe Flaͤche ver 
ſchwindet, wenn x Sa oder 2 Sa iſt, und wird: pofiz.. 
tiv, wenn x Naa wird, und Quͤber D hinaus in P fallt, 

da dann das Integral fydx die Glace. DPME giebt. 


46. 9. eee 
Aus biefein ganz leicht zu uͤberſehenden Beyſpiele ers. 
hellet es ſchon, daß die allgemeine an ſich ganz unbeſtimm⸗ 
te Integralformul fydx, wenn gleich bey der Zufeßung 
der beſtaͤndigen Groͤſſe nach den bekannten Regeln ein 
Werth der Abſeiſſe * beſtimmt iſt, womit fydx= o zus 
ſammen gehoͤren ſoll, auch noch für andre Abſeiſſen den 
Werth So geben koͤnne. In allen den Fällen, wenn 
das noch ganz unbeſtimmte Integral fydx als eine rationa⸗ 
le ganze Function von x ausgedruͤckt werden kann, loft, 
es ſich in mehrere einfache Gactoren zerlegen, die vielleicht 
alle moͤglich ſeyn koͤnnen. Jeder dieſer einfachen Factoren 
So geſetzt giebt alsdenn einen eigenen beſtimmten Werth 
der Abſeiſſe x womit fxdx o zuſammen gehort. Dieſe 
Bewandniß hat es ſchon mit der im 44. H. betrachteten 
Formul fydx = nax + Juxx, fie verſchwindet fir. ſich 
ſchon mit x, weil x ein Factor iſt: aber auch a T zx iſt 
ein Factor, alſo muß fe aufs neue verſchwinden, wenn 
s=— 2a wird. In dem Fall X o geht dieſe Formul 
Re R vom 
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vom poſitiven zum negativen uͤber, indem Tx durch die 
Graͤnze o in — xÜbergehet, ſie waͤchſt anfangs als negative 
Groͤſſe, und nimmt nachher wieder ab: alſo muß ſie fuͤr 
einen gewiſſen Werth — x den groͤſten negativen Werth 
erreichen, welches hier, wie man ſehr leicht Aberſiehet, 
xa if, In dem Fall x= 2a gehet ſydx vom 
negativen wieder zum pofitiven uͤber, und der poſitive 
Werth bleibt, wenn gleich die negative Abſeiſſe nun uͤber 
jede Grange waͤchſt. Mit der Formul fydx = inxx — nax 
(45. §.) hat es eine ähnliche Bewandniß. Mit den Ab⸗ 
ſeiſſen — x gehoͤren poſitive Werthe fydx zuſammen. 
Wenn aber —x durch o in Ex uͤbergehet, fo gehen zus 
gleich die Werthe fydx in negative über, wachſen aber nur 
fo lange bis xa wird, da dann fydx den groͤſten ne⸗ 
gativen Werth erhält. Fuͤr gröffere x nehmen die nega⸗ 
tiven Werthe fydx wieder ab, bis mit X 2a das 
Integral fyds aufs neue Null wird, und für gröſſere po⸗ 

fitive x beftandig poſitiv waͤchſt. i 


47. §. f f 

Man weiß, daß eine Gleichung wie 2 fydx, eben 
darum, weil das z eigentlich eine von x abhaͤngende ver 
aͤnderliche grade Linie vorſtellet, die Natur einer krum⸗ 
men linie zwiſchen den Coord inaten x und 2 ausdruͤcke. 
Weil die Applicaten 2 dieſer krummen nie ſich wie die 
mit denſelben Abſeiſſen x zuſammen gehörigen Flaͤchen der 
dinie verhalten, wozu die Coordinaten x und y gehoͤren; 
fo gehöre jene als die quadrirende Linie mit dieſer zuſam⸗ 
men. Die Quadratrix der graden linie, deren Natur 
die Gleichung ns ausdruͤckt, ijt die Apollonianiſche 
Parabel, wozu die Gleichung 2 = znxx gehoͤrt. Es fen 
NAM dieſe Parabel, fo ſtellen PM (38. Fig.) die Drey⸗ 
ecke APM (36. Fig.) und die Applicaten BN (38. Fig.) 
die Dreyecke ARN (36. Fig.) vor. Iſt y=nla+x) 
die Gleichung für die grade linie, fo iſt 2 = nax ＋ Zuxx die 
Glei⸗ 
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Gleichung für die quadrirende Parabel. (44. §.) Die 
Abſeiſſenlinie FH iſt nun mit der vorigen BC in der Ent⸗ 
fernung AK = Znaa parallel, GH, GW, find die Abſeiſ⸗ 
fen, womit die Applicaten HM, WX, zuſammen gehö: 
ren. Wenn yzen(x—a) die Gleichung für die grade 
Sinie iſt, fo hat man z= Inxx — nax für die quadrirende 
Parabel, (45: F.) ihre Abſciſſenlinie iſt noch FH, aber 
L iff nun der Anfangspunet, LH, LW, find die Abſeiſ⸗ 
fen, womit die Applicaten HM, WX, zuſammen gehd⸗ 
ren. Hier verurſachet es gar keinen Anſtoß, daß die ne⸗ 
gativen Applicaten Qs bis auf den groͤſten Werth KA 
wachſen, nachher wieder abnehmen, bey L aber durch die 
Graͤnze o vom negativen zum poſitiven wieder uͤbergehen. 
Ihr Anfangspunet liegt immer in FH, er iſt immer mit 
dem Endpunet der Abſeiſſe einerley, und es iſt gleichviel, 
ob wir den Endpunet oben über FH, oder unter FH fu; 
chen muͤſſen. Die quadrirte Flaͤche aber ſoll ſich alle: 
mahl an der Applicate im Endpunet der Abſeiſſe endigen; 
ſie kann alſo nicht immer bey einer und eben derſelben un⸗ 
veraͤnderlichen Applicate anfangen, wofern mit der wachs 
ſenden Abſeiſſe bald wachſende bald wieder abnehmende 
Werthe des Integrals zuſammen gehoͤren. 


48. §. 

Eine ſolche Integralformul, wie fydx, iſt die Graͤn⸗ 
ze einer veränderlichen Summe einer Reihe in der zu qua— 
drirenden Flaͤche beſchriebene Rechtecke, wovon ein jedes 
unbeſtimmt durch ydx ausgedruͤckt wird. Beym quadri⸗ 
ren, wenn man die Groͤſſe der ganzen Fläche haben will, 
welche ſich von der erſten Applieate laͤngſt der Abſeiſſenli⸗ 
nie fort bis zur letzten Applicate erſtreckt, muß man die 
arithmetiſche Summe aller Rechtecke ydx ſuchen: die In⸗ 
tegralformul aber kann nur die algebraiſche Summe die⸗ 
ſer Rechtecke angeben. Weil nemlich der unbeſtimmte 
Werth y aus der Gleichung zwiſchen x und y gebraucht 

R 2 wird, 
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wird, fo kann fiir poſitive Werthe x die Applicate y nega⸗ 
tiv ſeyn, wenn auch dx als Inerement, mithin poſitiv in 
Rechnung kommt: nun muß die Summe f—ydx nega: 

tiv gefunden werden. Eben das iſt der Fall, wenn y für 
abnehmende x poſitiv bleibt: denn nun iſt dx ein Deere⸗ 
ment, welches negativ in Rechnung kommt, und die 
Summe — ydx wird ebenfalls negativ. Wenn aber 
mit abnehmenden x, oder mit negativ wachſenden x, alſo 
negativen dx, auch negative y zuſammen gehoren; ſo iſt 
ydx mithin auch fydx poſitiv. Die poſitiven und negati⸗ 
ven Theile der Summe, wenn man laͤngſt der Abſciſſenli⸗ 
nie fort ſummirt, vermindern einander: alſo wird es voll⸗ 
kommen einleuchtend, daß die Summe fydx wachſen und 
abnehmen, groͤſte und kleinſte Werthe haben, vom poſi⸗ 
tiven zum negativen und umgekehrt uͤbergehen koͤnne. 
Henn für einen gewiſſen Werth x die Summe fydx po⸗ 
fitiv iſt, und bey fernerer Aenderung der Abfeiffe x das 
Rechteck ydx negativ wird; ſo muß nun das, was bis da⸗ 
hin in die Summe gekommen war, abzunehmen anfan⸗ 
gen, die Summe fydx kann nur mit x wachſen, fo fanz 
ge als ydx poſitiv bleibt: auch verhalt es ſich umgekehrt 
eben fo. Wenn fiir negative x die Summe fydx nega⸗ 
tiv iſt; fo kann fie nur fo lange negativ wachſen, als ydx 
negativ bleibt: ſie muß anfangen wieder abzunehmen, 
wenn ydx pofttiv wird. Gehoͤrt alſo mit x o vielleicht 
ſydx So zuſammen; fo folgt es nicht, daß mit dem po: 
fitiven oder negativen x auch ein poſitives oder negatives 
Integral fydsx zuſammen gehören muͤſſe: es kommt dar⸗ 
auf an, was ydx für ein Zeichen erhalten muͤſſe. 


49. H. 
Aus der zwiſchen x und y gegebenen Gleichung weiß 
man allemahl mit welchen Werthen der Abſeiſſe x negati⸗ 
ve Werthe der Applicate y zuſammen gehoͤren. Kann 


vielleicht y gar nicht negativ werden, fo giebt es auch nur 
N eine 
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eine Graͤnze zwiſchen den poſitiven uud negativen Wer⸗ 
then des Integrals fydx. Wenn die grade linie HM mit 37. 
der Abſciſſenlinie CB in der Entfernung AK Sa parallel . 
iſt; fo hat man y=a, fydı=ax, wenn x=o auch 
ſydx o geben ſoll. Nachdem nun x poſitiv oder nega⸗ 
tiv iſt, nachdem iſt es auch fydx. Sir die Parabel NAM, 
(38. Fig.) wenn AP=x, PM y war, hatte man y= die 
Znx', alſo wird ſydx Sn, unter der vorigen Voraus; 
ſetzung, daß lydx So werden ſoll, wenn Do iſt: auch 
dieſes Integral wird mit x zugleich poſitiv oder negativ. 
Will man, daß Iydx=o ſeyn ſoll, wenn x=—b ift, fo 
giebt das Conſt. =—!nb’, und ſydx = n (x3 b). 
Nimmt man AD b, fo iff nun DE die erſte Applicate, 
Gir x>b iſt DPME poſitiv, für x Tb wird ſogleich auch 
ſydx negativ, und bleibt es, wenn auch x negativ wird. 
Das Integral fydx — n b') giebt nun die ganze 
Flaͤche von DE bis BN. 


50. F. a 

Man ſetze AC a, den Winkel ACM=P®, CM 36. 
rz, fo iſt PM=y=zfin®, und AP=x==a— 4 
2 col. O: dieſe Werthe in die Gleichung yDnx geſetzt ge: 
ben 2 ſin. OD na — nz coſ. O, und daraus erhält man 

na na ſee O 
— — oder a -—— Fer⸗ 
fin, On col. O n tang, O 
212 2 f 

Rank a „ oder ade 
eas (ug) 
85 . re ARE und das giebt L3z2d9 = C — 

tg 


Kae A 
— Soll dieſes Integral mit dem Winkel O ver: 


ner findet man Zazdp == 


— 


nige 
ſchwinden, fo muß C = äna? genommen werden, und es 


R 3 iſt 


37- 
Bi. 


262 III. Ueber die verneinten 


zt na 


ift die unbeſtimmte Ebene ACM = Ina. = 
zun tg n+189 
znatg & 73 ‚ 

— n dieſer Form n==tang. CAM, fie 
gar I Bifer Goemul ff n=tang. CAM, fi 


ift für poſitive Winkel O pofitiv, und bleibt poſitiv, auch 


wenn P> gos, alſo tang. O negativ iſt, fo lange gh en 


bleibt, oder gd tang. CAM. Wird ACM oder G 

180 CAM, fo hat man tang, O n, und die For: 

mul giebt fiir ACM die Graͤnze co. Fuͤr negative Wins 
Ang? 

kel O wird die Formul = negativ, und bleibt nes 
n-+tg 


gativ, fo lange tgP<n, oder ACN< CAM bleibt: für 
ACN = CAM ergiebt fich wiederum die Grange oo. Auf: 
fer dieſen beyden aͤuſſerſten Graͤnzen giebt es weiter Feine 


groͤſte oder kleinſte Werthe für ACM: auch kann das Dif? 


ferential zardo nur negativ ſeyn, wenn es dP if. Hier 
iſt alfo CA die eigentliche Graͤnze zwiſchen dem pofitiven 
und negativen der quadrirten Flaͤche. 


51. §. 

Wenn die Abſeiſſenlinie BC von KO im Anfangs⸗ 
punet A unter dem gegebenen Coordinatenwinkel, hier al⸗ 
fo ſenkrecht geſchnitten wird, und KO Axe der Applica⸗ 
ten heißt; fo ſtellen AC, AB, die Richtungen der poſiti⸗ 
ven und negativen Abſeiſſen, AK; AO, die Richtungen 
der pofitiven und negativen Applicaten vor. Man kann 
fie uͤberdem auch als Graͤnzen pofitiver und negativer Flaͤ⸗ 
chen anſehen: das Rechteck KAZ iſt dem Rechteck KA WL. 
in der Richtung der Abſeiſſenlinie, auch iſt AWXO dem⸗ 
ſelben Rechteck KA WL in der Richtung der Axe der Ap⸗ 
plicaten entgegen geſetzt. Weiter muß man das aber 
nicht treiben, als es bey algebraiſchen Rechnungen noͤthig 
ift, die Produete der linien KA und AZ, AW und AO, 
die alsdenn ſelbſt linien keine Flachen find, als ſolche zu 

betrach⸗ 
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betrachten, die dem Product AK AW entgegen gefeht 
ſind. Eben dieſen algebraiſchen Rechnungsregeln gemaͤß 
kann man ſagen, das Rechteck AOIZ fey wieder poſiliv, 
weil die Linie 40 AZ von AK AM weder der Groͤſ⸗ 
fe noch der Richtung nach verſchieden iſt: weiter aber muß 
man das nicht ausdehnen. Es bleibt AOIZ dem Recht⸗ 
eck KAZY in der Richtung der Appliegte ſo gut entgegen 
geſetzt, als AWXO dein Rechteck AWLK. Summen 
ſolcher Rechtecke die unter AB zur Linken zu AO fallen, 
giebt die Integralformul fydx poſitiv, wenn AB, AO, die 
Richtungen der negativen Abſeiſſen und Applicaten vor⸗ 
ſtellen. Der Grund davon iſt der, weil ſelbſt ydx nichts 
anders als das Differential einer Linie iſt, welches in al— 
len den Faͤllen als Inerement in der Rechnung vorkommt, 
wenn y und dx bende poſitiv oder beyde negativ find, als 
Decrement aber, wenn dx allein, oder dy allein nega: 
tiv iſt. 5 au 
gar. del and. 

Eine Gleichung zwiſchen einem veraͤnderlichen 
Winkel und der damit zuſammen gehoͤrigen Entfernung 
eines jeden unbeſtimmten Punets einer krummen Linie 
von der Spitze des Winkels, hat in mehr als einer Ab⸗ 
ſicht Vorzuͤge vor der Gleichung zwiſchen zweyen gradli- 
nichten Coordinaten für eben die krummen linie, wie da⸗ 
von beſonders die Anwendungen auf trangeendente linien 
Beyſpiele geben. Die Integralformul fZzzdP (50. §.) 
begreift die Aenderungen der Ausdehnung der zu quadri⸗ 
renden Figur nach allen von der Spitze des veraͤnderlichen 
Winkels fortlaufenden Richtungen, und die Flaͤche, wel⸗ 
che quadrirt werden ſoll, ändert ſich mit dem Winkel ak 
lemahl auf eine uͤbereinſtimmige Art; fie waͤchſt, wenn 
der Winkel waͤchſt, und nimmt auch mit dem Winkel 
zugleich ab. Eben darum findet der oben im 6. u. ff. §§. 
feſtgeſetzte Begriff von entgegen geſetzten Groͤſſen im ei⸗ 
gentlichſten Sinne ſeine Anwendung. Der mit dem 

R 4 Halo. 
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Halbmeſſer Eins zwiſchen den Schenkeln des veraͤnderl⸗ 
chen Winkels beſchriebene Bogen hat ſeinen Anfangs⸗ 
punet im Punct V, da wo er den unveraͤnderlichen Schen⸗ 
kel CA ſchneidet. Von V aus erſtreckt ſich dieſer Bogen 
entweder nach der einen oder nach der andern Seite von 
CA angerechnet um C herum, und eben das kann man 
von der Flaͤche ſagen, die zwiſchen beyden Schenkeln des 
Winkels und dem damit zuſammengehoͤrigen Bogen der 
quadrirten Linie liegt. Ulebrigens muß man es nie vers 
geſſen, daß dle Zeichen E und (—) nur Huͤlfsmittel der 
Rechnung ſind, daß das negative nicht die Sache ſon⸗ 
dern nur den Ausdruck angete, und daß die ganze Idee 
vom pofitiven und negativen aufhdre, ſobald die Rechnung 
geendiget iſt. Das Zeichen L oder (—) vor dem letzten 
Reſultat bey Auflöſung einer geometriſchen Aufgabe wei⸗ 
fet nur nach, an welcher Seite der Graͤnze zwiſchen zwey⸗ 
en Groͤſſen, deren Ausdehnung bey dieſer Graͤnze an⸗ 
fängt, man das Reſultat ſuchen müffe, 
. is HFS tiene un lu 
Wenn man nun alles bisher vorgetragene im gan: 
zen Zuſammenhange uͤberdenkt, und beſonders auf den 
Umſtand Ruͤckſicht nimmt, daß man die Begriffe vom po⸗ 
fitiven und negativen von ſolchen Fällen abſtrahirt hat, 
in welchen von Zahlen die Rede iſt, die beym vorwaͤrts 
und ruͤckwaͤrts Zählen auf entgegen geſetzte Art wachſen, 
oder von graden Knien, die ſich von einerley Punct aus 
nach entgegen geſetzten Richtungen erſtrecken; (J u. f. Hh.) 
ſo erhellet, daß man bey der Anwendung dieſer Begriffe 
auf Flachen an keine beſtimmte Figur der Flaͤche denken 
muͤſſe. Von einer negativen Quadrarfläche von einer ne: 
gativen Kreisfläche kann eigentlich nie die Rede ſeyn. Das 
Ganze kann feine beſtimmte Figur haben, es kann viel⸗ 
leicht unbegraͤnzt ſeyn: allemahl kann man es in Gedan⸗ 
ken theilen, man kann ſich eine gemeinſchaftliche Grange 
i zwi⸗ 


* 
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zwiſchen beyden Theilen vorſtellen, und nun für das, was 
an der einen Seite dieſer Graͤnze liegt, eine algen e 
Formul ſuchen, die zugleich das, was an der andern Sei⸗ 
te dieſer Graͤnze liegt, mit unter ſich begreift, ſo weit als 
es der Natur der Sache, und den Vorausſetzungen ge 
maf, ift, worauf man die Rechnung gebauet hat. Die 
Groͤſſe oder {ange der Zeit iſt fo wie die Lange der graden 
linie im allgemeinen betrachtet unbeſtunmt. Jede Epoche 
theilt die Zeit in zwey e unbeſtimmte Zeit⸗ 
laufe; Jahre, Monathe, Tage beyder Zeitlaͤufe kann 
man aber nun ſchon von der Epoche vorwärts und rück 
waͤrts zählen. Eben fo theilt jeder Punct die grade Linie 
in zwey noch unbeſtimmte Theile; Ruthen, Fuſſe, Zolle 
dieſer Theile aber kann man bom gemeinſchaftlichen Graͤnz⸗ 
punet vorwaͤrts oder ruͤckwaͤrts fortzählen. Zwey bekann⸗ 
te Epochen beſtimmen den Zeitlauf zwiſchen beyden völlig, 
Ao wie zwey Puncte auf einer graden finie die Entfernung 
zwiſchen beyden. Die Zeit laͤuft nicht etwa auch ſeitwaͤrts, 
ſo wie ſich die grade Linie ebenfalls nicht ſeitwaͤrts aus⸗ 
dehnt: alſo koͤnnen hier ſchon der Natur der Sache nach 
die Zeichen + und (—) nichts ſeitwaͤrts laufendes anzei⸗ 
gen, was das eine anzeigt, iſt dem, was das andre an⸗ 
deigt, P arne entgegen geſetzt. f 


54. §. 

Zwiſchen zweyen Epochen A und B, ſey ein Zeitlauf 
Sa verfloſſen, und ein Zeitlauf = x zwiſchen der fruͤ⸗ 
hern Epoche A und einer ſonſt zu einer andern Zeit vorge⸗ 
fallenen Begebenheit C: der Zeitlauf zwiſchen der ſpaͤtern 
Epoche Bund eben der Begebenheit C fey = y. Soll 
man nun eine Gleichung zwiſchen a, x, y, finden; fo 
muͤſte man zwar noch wiſſen, ob die Begebenheit vor 
oder nach der Epoche A falle. Weil aber der eigentliche 
Zeitpunct fuͤr die Begebenheit C nicht beſtimmt iſt, und 
die Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit genommen 
vu R 5 in 


37+ 


Tig. 
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in eine Gleichung gebracht werden ſoll; ſo kann man vor⸗ 
ausſetzen, C falle zwiſchen A und B, und das giebt xy 
S a, alſo y= a — x. Faͤllt nun C fpäter als A, fo 
behaͤlt x das hier ſchon voranſtehende Zeichen, und y 
bleibt pofitiv, wen x<a iſt: das will ſagen C fällt fruͤ⸗ 
her als B. Wenn dagegen x>a iſt, fo findet man y 
negativ; das heißt C fällt ſpaͤter als B. Ware aber von 
einer Begebenheit C die Rede, die x Jahre vor der Epo⸗ 
che A vorgefallen ware, fo müftex das entgegen geſetzte 
Zeichen haben, und man hätte ya Tx. Man mag 
nun y poſitiv oder negativ finden, das Zeichen + oder 
(— hat allemahl feine Beziehung auf die Epoche B, 
und y bedeutet eine Zahl von Jahren, die von der Epo⸗ 
che B ruͤckwaͤrts oder vorwaͤrts gezaͤhlt werden muß: ein 
drittes kann es gar nicht geben. Wenn A und B zwey 
auf einer graden linie gegebene Puncte find, und C ein 
noch unbeſtimmter Punct auf eben derſelben graden linie 
iſt; fo find x, y, feine unbeſtimmten Entfernungen von 
A und B. Die Gleichung «+ y Da, woraus y = 
a — x folgt, dient nun eben fo aus jeder Entfernung x 
die dazu gehörige y zu finden. Die Ruthen oder Fuſſe, 
welche die {ange dieſer Entfernung y ausmachen, werden 
von B nach A gezähft, wenn y mit dem Zeichen + gefun⸗ 
den wird, und nach der entgegen geſetzten Richtung, wenn 
y das Zeichen (—) erhält. 


559 

Hiemit vergleiche man die im 51. §. ſchon vorge: 
kommenen Bemerkungen, ſo uͤberſiehet man aufs vollkom⸗ 
menſte, wie weit und in welchem Sinne man eine und 
eben dieſelbe algebraiſche Rechnung, wobey die Zeichen + 
und (—) in Betrachtung kommen ſollen, auf vier ſolche 
Rechtecke, wie AWKL, KAZ V, AOXW, AOIZ, zu: 
gleich ausdehnen koͤnne. Die Rede iſt entweder von ei 


ner Flaͤche, welche ſich laͤngſt der Abſeiſſenlinie erſtreckt, 
5 und 
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und alsdenn find nur Rechtecke, wie AKLW, AZ XK, 
einander entgegen geſetzt: oder es iſt die Rede von einer 
Flaͤche, welche fic laͤngſt der Are der Applicaten der Lane 
ge nach ausdehnt und nun find AKLW, AWXO, oder 
Ak VZ, AOIZ, entgegen geſetzte Rechtecke. Hat alſo 
AK Z das Zeichen (—), fo erhält AOIZ das Zeichen : 
denn was dem negativen entgegen geſetzt iſt, erhalt bey 
algebraiſchen Rechnungen das dem (—) entgegen geſetzte 
Zeichen. Aus eben dem Grunde muß A012 das Zeichen 
+ erhalten, wenn es dem AW x O mit — bezeichnet ent: 
gegen geſetzt wird. Fir die Parabel NAM, wenn TH 
die Abſciſſenlinie und G der Anfangspunet, GH = x, 
HM y iſt, hat man y = nax Anxx, (47. §.) alſo 
fydx = znax + nx Dieſes Integral giebt GHM, 
fo lange y und dx bende poſitiv find, es verſchwindet für 
* So, giebt aber noch was pofitives, wenn G0 = — x, 
genommen wird, fo lange GO S 3a bleibt, nemlich 
GOS= Znax’ — inx} = nx (2 — Fx), Es iſt die Graͤn⸗ 
ze der Summe eine Reihe von Rechtecken, die an GT 
anfängt, wovon jedes unbeſtimmt durch + ydx ausge⸗ 
druckt wird. Nimmt man GO = GL r aa, fo wird 
fydx== ina} ein Groͤſtes. Gir noch gröffere negative x 
werden die Rechtecke ydx wieder negativ, weil y pofitiv 
wird: doch findet man für negative x, die groͤſſer als GL 
find, fydx noch poſitiv, aber dieſer noch pofitive Werth 
wird nun wieder kleiner, wenn » auch GL zu uͤbertref⸗ 
fen anfängt, fo lange bis GF==3 a genommen wird, da 
dann ſydx So, und für noch groͤſſere negative Werthe 
von x wieder negativ wird. Der Grund iſt, weil fydx 
die algebraiſche Summe aller ydx angiebt, die ſich bey 
GT anfangen und ſich über LZ hinaus erſtrecken. Da⸗ 
her wird die Summe GKLA von der hinzukommenden 
LWN vermindert, und wenn LFY = GKLA iſt, fo 
muß man GKLA— LFY =o finden, Waͤchſt aber das 
negative x noch über GF hinaus, fo wird fydx wieder ne⸗ 

: gativ, 


38. 
Bigs 


39. 
sig. 
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gativ, und bleibt es, es mag nun — x noch weiter ſo 
weit man will wachſen. Fuͤr die negative Abſeiſſe GW 
giebt alſo das Integral fydx die Groͤſſe der Flaͤche 
FWNY=LFY—LWN = GKLA—LWN, 


> GN 
Die Gleichung e 70 gehoͤrt nun 
aufs neue mit der quadrirenden Linie NEA M fo zuſam⸗ 
men, daß z die gradlinichten Applieaten PM für die Ab: 
ſeiſſen AP x vorſtellet. Befremden kann es niemanden, 
daß 2 vorhin eine Flaͤche hieß, und nun wieder eine grade 
Knie ſeyn ſoll, der fic) daran erinnert, daß es hier auf 
nichts anders, als nur auf das Verhaͤltniß der Groͤſſe 2 
gegen eine mit ihr gleichartige Groͤſſe ankomme, die man 
fuͤr Eins annimmt. Stellt man ſich dieſe fuͤr Eins an⸗ 


& n 
genommene Groͤſſe als den Diviſor vor, ſo iſt — eine 
f apr 


Zahl, und es iſt im Grunde einerley, ob man ſich die alges 
braiſchen Groͤſſen als Zahlen, oder als Linien vorſtellen 
will. Ausdruck und Sache ſtimmen allemahl ſehr wohl 
mit einander uͤberein; 3 Pfunde, 3 Ellen, 3 Thaler, 
ſind einerley Zahl, wenn gleich Pfunde, Ellen, Thaler 
ungleichartige Groͤſſen find. Herr Lambert hat ſich zwar 
in der oben im 1. $. angeführten Stelle daruͤber nicht wei⸗ 
ter erklart, wieweit in der kehre von den negativen Grif: 
ſen Ausdruck und Sache noch nicht genau uͤbereinſtimmen: 
ich zweifle aber nicht, daß der bisherige Vortrag ihn voͤllig 
wuͤrde befriediget haben. Dieſerwegen werde ich nur eini⸗ 
ge Bemerkungen noch folgen laſſen, welche die ehemaligen 
Behauptungen des H. Kuͤhn betreffen, daß man ſolche 
Wurzeln aus negativen Groͤſſen, welche nach der gewoͤhn⸗ 
lichen Lehre unmoͤglich ſeyn ſollen, (22. $.) vermittelſt 
geometriſcher Conſtructionen darſtellen koͤnne. Hierauf 
beziehet ſich das uͤbrige, was H. Lambert a. a. O. von der 
Wurzelgroͤſſe / — 1 ſagt, weil H. v. Daviſſon dieſer leh⸗ 
han te 
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re des H. Kuͤhn erwehnt und von einem ſeiner dahin ge⸗ 
hoͤrigen ſchriftlichen Auffäge Nachrichten verlangt hatte, 


57. F. 

Nach Vieta und mehrern andern Altern algebrai⸗ 
ſchen Schriftſtellern ſtellen Producte wie a. b, a. b. e, Flas 
chen und koͤrperliche Raͤume vor, (24. §.) alſo a? eine 
Quadratflaͤche, as einen koͤrperlichen Wuͤrfel. Bevor 
man angefangen hatte, auf Carteſens Geemetrie, in wie 
weit darin die Natur krummer Knien durch unbeſtimmte 
Gleichungen zwiſchen zweyen veraͤnderlichen Groͤſſen aus⸗ 
gedruͤckt wird, weiter zu bauen, war man vornemlich nur 
mit Auflöfung der beſtimmten Gleichungen beſchaͤftiget, 
und ſuchte ſehr muͤhſam allerley Verfahrungsarten auf, 
um ihre Wurzeln durch Zahlen auszudruͤcken, oder durch 
grade linien vermittelſt geometriſcher Conſtruetionen dar⸗ 
zuſtellen. Demnach war YA Seitenlinie eines Qua⸗ 


brats, Y A Seitenlinie eines Wuͤrfels. Es ſcheint, daß 
H. Kühn dieſe aͤltern Schriftſteller viel geleſen und ſich 
an ihren Sprachgebrauch ſehr gewoͤhnt habe: denn daraus 
laͤßt es ſich ſehr wohl erklaͤren, wie er auf feinen Vortrag 
in der Abhandlung: Meditariones de quantitatibus ima- 
ginariis conftruendis et radicibus imaginariis exhibendis 
(Novi Comment. Petrop. Tom. III. ad A. 1750 et 1751, 
pag. 170. faq.) habe verfallen koͤnnen. Sein Vortrag 
hat zwar bey ſolchen Sefern keinen Beyfall finden koͤnnen, 
die von den Gruͤnden, worauf die neuern algebraiſchen 
Rechnungen und ihre Anwendungen auf die Geometrie 
beruhen, ſonſt ſchon hinlaͤnglich unterrichtet waren: ich 
glaube aber, daß es wegen andrer gleich anzufuͤhrender 
Gruͤnde noch nicht ganz uͤberfluͤſſig fey, wenn ich die er⸗ 
ſten Grundſaͤtze ans der Kuͤhnſchen Schrift mit den noͤ⸗ 
thigen Bemerkungen darüber hieher ſetze. 


58. §. 


40. 
Jig „ 
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8 5 58. §. 

1) Es fey PRS ein Rechteck, P Ta, PR= 
Tb, die Flaͤche deſſelben Ea. b S. Man mache Pq 
—a, Pr=—b, und zeichne das Rechteck Prsq , fo 
iſt auch J a. b, oder nach H. Kühn Tb. a um 
dieſes Rechteck y von K Ta b zu unterſcheiden. Eben 
dieſes y iſt dem vorigen & in Anſehung der Lange und 
Breite entgegen geſetzt, es hat negative singe und Breite. 
Aus PR und Pq, und eben fo aus Pr und PQ verzeichne 
man noch die Rechtecke PRsq = — a b=), und PQEr 
= —b. a 8. Jenes iſt dem Rechteck & allein in An⸗ 
ſehung der laͤnge, dieſes in Anſehung der Breite entgegen 

eſetzt. 

sei 2) Man nehme ab, fo erhäft man vier Qua: 
drate um P, nemlich a= a', deſſen Seite oder Wurzel 
(radix areae quadratae) = +a iſt, ferner g = Pr. P 
— a. Tag — 47, (das folgende find die eigenen Worte 


des H. Kühn) ejusque latus feu radix, cum nec per ſo- 


lam PO Ta, nec per ſolam Pr = a exprimi poſſit, 
fed vtriusque dimenſiones ſimul ratio habenda fit, rette 
exprimitur per Y—PR.PQ feu breuitatis gratia per 
y-. Weiter iſt nun YS - -a a, 
und fy=—a. Mit ſoll es eben die Bewandniß Ba: 
ben, wie mit ß, jedoch fol (S—=—Y¥ —a? ſeyn, weil 
Bund d nach H. Kuͤhns Meinung einander entgegen ge: 
ſetzt find. Ob nun gleich die Seite des Quadrats 2, auch 
eben fo die Seite des Quadrats d, nach H. Kuͤhns eigenem 
Geſtaͤndniſſe weder durch Pa, noch durch — a ausge 
druͤckt werden kann, ſo ſoll man doch die Seite eines jeden 
durch Conſtruetion darſtellen koͤnnen, weil man jedes von 
den vier Quadraten zeichnen kann. f 


59. §. 
Dieſe Vorſtellung der Sache weicht ganz von derjerté: 
gen ab, welche ich oben davon vorgetragen habe. H. Kuͤhn 
ver⸗ 
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verſtehet die Zeichen a“, Va' ganz anders, als fie den 
Grundſaͤtzen der neuern algebraiſchen Rechnungen gemäß 
verſtanden werden muͤſſen: alſo iff es kein Wunder, wenn 
er Saͤtze darauf bauet, wovon andre neuere Algebraiſten 
nichts wiſſen. Wenn a’ keine Quadratflaͤche ſondern ei⸗ 
ne linie, oder wenn man will eben fo gut eine Zahl vor⸗ 
ſtellet, und wenn a? kein latus areae quadratae ſondern 
zwiſchen + ı und a' die mittlere geometriſche Proportio⸗ 
nallinie, oder mittlere Proportionalzahl iſt; ſo ergiebt ſich 
aus dem 22: §, daß auch J — a' ganz was anders fen, 
als was H. Kühn daraus machen wollte. Es iſt kein la- 
tus areae quadratae, es muͤſte eine linie, oder eine Zahl 
ſeyn, die mit ſich ſelbſt algebraiſch multiplicirt das Pro⸗ 
duct — a gäbe, und eine ſolche Linie oder Zahl giebt es 
nach H. Kuͤhn eigenem Geſtaͤndniſſe nicht, wie die im 
58. H. n. 2. aus ſeiner Abhandlung abgeſchriebene Stelle 
beweiſet. Uebrigens find die Quadrate g, J, dem à nicht 
als Quadrate, ſondern als Flaͤche, und jedes fuͤr ſich in 
einer eigenen Richtung genommen entgegen geſetzt. Daß 
man fo zwey Quadrate wie a und d neben einander zeich⸗ 
nen koͤnne, und daß auch das eine in Anſehung des an⸗ 
dern in einem richtigen algebraiſchen Sinne negativ heiſſen 
koͤnne, wird niemand laͤugnen. Der unbeſtimmte Aus⸗ 
druck für ein Rechteck wie APMT iſt ax, (49. §.) daſſelbe 36. 
wird S Taa für xa und wenn A0 —a fiir x ge: Sil. 
nommen wird, fo iſt AOST = — ': das heißt, nun iſt 
es ein Quadrat an der andern Seite der Axe der Applica⸗ 
ten, und es wird niemanden, der die Elemente der Buch⸗ 
ſtabenrechnung richtig inne hat, einfallen koͤnnen, zu ſa⸗ 
gen, die Seite des Quadrats AOST fey unmoͤglich. Ein 
wuͤrklich gezeichnetes Quadrat muß doch wohl eine wuͤrklich 
vorhandene Seite haben. 
60. §. 
HB. Kuͤhn iſt mehrere Jahre lehrer der Mathematik 
in Danzig geweſen, und hat ohne Zweifel feinen Zuhd⸗ 
tern, 
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rern, wovon noch viele am Leben ſeyn koͤnnen, feine: fehl: 
fame Theorie vorgetragen. Selbſt denkende Männer haz: 
ben fie zwar leicht berichtigen konnen: indeſſen weiß man 
fonft aus der Erfahrung, daß man wegen eines ſonſt wohl 
gegruͤndeten Vertrauens auf die Einſichten eines lehrers 
lange durch Zweifel aufgehalten werden kann, ob es mit 
dem Vortrage deſſelben, wenn er auch von dem ſonſt ge⸗ 
wohnlichen abweichet, nicht feine gute Richtigkeit haben 
koͤnne. In der Mathematik kann das beſonders alsdenn 
nur gar zu leicht der Fall ſeyn, wenn man nicht mit Huͤl⸗ 
fe eines andern mündlichen oder ſchriftlichen lehrers dahin 
geleitet wird, die einmahl unrichtig gefaßten Elementar⸗ 
begriffe zu berichtigen, woruͤber man ohnedem haͤufig zu 
ſchnell hinweg eilet. Am meiſten iſt es zu bedauren, wenn 
tanner, deren Hauptgeſchaͤfte die Mathematik nicht iſt, 
die fie aber aus Neigung ſtudiren, durch ſolche unrichtige 
Vorſtellungen aufgehalten werden, die fie einmahl von ei⸗ 
nem Lehrer, zu welchen fie Vertrauen hatten, angenom⸗ 
men haben. In dem Falle hat ſich der Herr Geheime 
Kriegsrath von Daviſſon befunden, wie man ſchon aus 
einigen Stellen ſeiner Briefe an H. Lambert (a. a. O. 
392. S. ſchlieſſen kann. Ich bin nach der Zeit mit eini⸗ 
gen Briefen vom Herrn von Daviſſon beehret worden, 
unter welchen der oben im 1. §. von mir angeführte bey⸗ 
nahe ganz dieſen Gegenſtand betraf. Damahls habe ich 
zwar in meiner Antwort uͤber die Hauptſache, worauf al⸗ 
les ankommt, wie ich glaube mich binlaͤnglich erklaͤrt: weil 
ich aber eine neue Veranlaſſung gehabt habe, in dieſer Abs, 
handlung die ganze Sache noch vollſtaͤndiger auseinander 
zu ſetzen; ſo vermuthe ich nicht ohne Grund, daß es dem 
Herrn von Daviſſon, und vielleicht mehrern von H. Kuͤhns 
ehemaligen Schuͤlern angenehm ſeyn werde, wenn ich hier 
eine völlig befriedigende Antwort auf die im Jahr 1781. 
mir vorgelegten Zweifel zu ertheilen verſuche. Ich werde 
die dahin gehoͤrigen Stellen aus dem Briefe des H. v. ad 
viſſon 
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viſſon mit Haͤckchen bezeichnet her ſetzen und jedesmahl die 
noͤthigen Erlaͤuterungen beyfuͤgen. 


61. §. 


Im Eingange des Briefes erzaͤhlt H. v. Daviſſon, 
daß fein ehemaliger lehrer ihm alles fo vorgetragen habe, 
wie es in der vorhin angefuͤhrten (5 7. H.) im III Bande 
der Neuen Petersburgiſchen Commentarien gedruckten 
Abhandlung enthalten iſt: hiernaͤchſt folget der uͤbrige 
nachſtehende Inhalt des Briefes. 

V Ich bin aber nachmals uͤberzeuget worden, daß eine 
unmoͤgliche Groͤſſe am natuͤrlichſten durch eine halbe Or 
dinate einer krummen linie zu erklaͤren fen, wovon der 
Ramus auf der verneinten Seite der Abſeiſſe ſich nicht 
mehr befindet, weil er den Weg nach der bejahenden Sei⸗ 
te genommen hat, folglich nicht mehr da ſeyn kann; und 
alſo bin ich von Kuͤhns Meinung in fo weit ganz ab: 
gegangen., : 

1) Die Meinung ift wohl eigentlich dieſe. Eine 
unmoͤgliche Groͤſſe fey durch eine Applieate zu erklaͤren, 
welche den Aft der krummen linie, wozu fie gehören muͤ⸗ 
ſte, nicht mehr ſchneiden kann: denn nicht eben allein 
mit negativen ſondern auch mit poſitiven Abſciſſen koͤnnen 
unmoͤgliche Applicaten zuſammen gehören. Die Glei⸗ 
chung für den Kreis rr — xx, wenn die Abſciſſen 
im Mittelpunct anfangen, giebt y=+ Vf (rr — xx) une 
moͤglich, man mag = rs oder s=—r—s an- 
ſtatt x ſetzen. In der 35 Figur ſey GC=a, AC Dr, 
CP x, PM=y, GP =2, fo iſt xz, und die 85, 
fer Werth in obige Gleichung geſetzt giebt yy = er — 
aa ＋ 222 — 22. Nun bleibt y nur möglich, fo lange 2 
zwiſchen den Graͤnzen a Er und a—r bleibt, nicht ab 
lein auf der verneinenden Seite ſondern auch auf der po⸗ 
ſitiven Seite über B hinaus befindet ſich gar kein Aſt der 


krummen Unie. 
S 2) Wenn 
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2) Wenn gleich die Sache an ſich richtig iſt, daß 
bey Anwendung algebraiſcher Rechnungen auf die Theorie 
von krummen Linien durch unmoͤgliche Werthe der Ap⸗ 
plieaten allemahl ſolche angezeiget werden, die keinen Aſt 
mehr ſchneiden koͤnnen; ſo ſetzt das doch ſchon voraus, 
daß aus den Elementen der Algebra bekannt ſey, Y—A 


2n 
(oder überhaupt / — A f gVY— Y) bezeichne et: 
was unmögliches. Wer alſo die algebraiſche Sprache 
recht verſtehen will, der muß vor allen Dingen die Idee 
fahren laſſen, daß — A eine Quadratflaͤche, und Y—A 


3 
ihre Seite bezeichne. Warum bezeichnet YA etwas 
mögliches? warum nicht eben fo, wie JT A etwas une 
moͤgliches? nicht darum, weil ein negativer Wuͤrfel eine 
mögliche negative Seite hat. Wenn man auch — a3 ans 
ſtatt — A ſchreibt; fo iſt doch — a hier kein Würfel, 
ſondern eine grade Linie, oder ſchlechthin eine Zahl, und 


es iſt 
TI: — a: Lara? 

eine richtige geometr. Progreſſion, die Groͤſſe -a a 
iſt die erſte von zweyen mittlern algebraiſch geometriſchen 
Proportionalgroͤſſen zwiſchen Er und — a': aber f — a? 
muͤſte zwiſchen E und — a eine algebraiſche mittlere 
Proportionalgroͤſſe ſeyn, und eine ſolche giebt es nicht. 
x zn 


Daß eine Wutzelgroͤſſe wie J — A allemahl auf die 
Form fg V — 1 gebracht werden Fönne, wird ſonſt in 
der Algebra bewieſen, alſo iſt zugleich bewieſen, daß 
am 

A was unmoͤgliches bezeichne, wenn es ausgemacht 
iſt, daß T — 4 nichts moͤgliches bezeichnen koͤnne. In⸗ 
deſſen erhellet eben daſſelbige auch aus den erften Elemen⸗ 

‘an n 2 
tarfüßen. Es iſt Y—A—/Y—A, und ein Pro- 
duct möglicher Groͤſſen in einander iſt allemahl möglich. 
2 


Wöre alfe FJ — A etwas mögliches, fo müfte (v= 
A= 
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Ay —A es auch ſeyn, wovon das Gegentheil be 


wieſen iſt. Uebrigens muͤſte auch „5 A die erſte von 
an — 1 mittlern algebraifch.- gedmetriſchen Proportional⸗ 
groͤſſen zwiſchen a3 rund — A ſeyn, und eine ſolche giebt 


es nicht. Waͤre Y —A=R, fo mifte man die Reihe 
entweder mit den beyden Gliedern i 
＋ 1 TRT. 
oder 
+1 R 
anfangen: in beyden Faͤllen aber waͤre das mit dem In⸗ 
ber zn, (das erſte Glied nicht mitgezaͤhlt) zuſammengehoͤ⸗ 
rige Glied +A und nicht — A, wie es ſeyn ſollte. 
6... e 
„Indeſſen iſt mir doch allezeit in Anſehung der vier 
Quadrate a, B, , ö, die um einen Punet C liegen kön gr. 
nen, ein Zweifel uͤbrig geblieben. Es haͤngt vom Woh. 88. 
gefallen ab, welche ich von den vier Quadraten bejahend 
oder poſitiv annehmen will, Kühn hat « und ß bejahend 
genommen, um aus TI; i'; und aus 
—i1><— 13 ＋1 zu bekommen. Das iſt aber arith⸗ 
metiſch und nicht geometriſch; hier iſt von Flaͤchen⸗Maaß 
die Rede, das ſehe ich ein. Wie ich Kuͤhn dieſen Ein⸗ 
wurf machte, fo antwortete er mit:: 
Wie ſich verhaͤlt die. Seite des kleinen Quadrats, wel⸗ 
ches der Maaßſtab der, groͤſſern ſeyn fol, 
(und NB er nahm die unitatem allezeit in & an,, 
zu der Seite des groͤſſern Quadrats, fo verhaͤlt (ich 
f das Fleine Quadrat 
zum groͤſſern Quadrat, 
oder 1: V Vg: dj das ft 1: — L . fa: 
(* ). Dieſes iſt in un . Man weiß, daß 
man wen, ja Körper durch „ vor⸗ 
ellen 
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ſtellen kans, und fo ihre Verhaͤltniß erlangt, und fia 
wollte, glaube ich, ſich Kühn wider den Vorwurf ſchuͤ⸗ 
fens daß er behaupten wolle, eine grade finie mit einer 
Linie formirten ein Quadrat. , 


Dieſe Stelle des Briefes war mir anfangs ganz un⸗ 

deutlich, und ich habe ſie eben darum, ſo viel ich mir er— 
innere, in meiner ſchriftlich ertheilten Antwort nur kurz 
oder vielleicht gar nicht beruͤhrt. Nachher iſt mir beyge⸗ 
fallen, daß H. Kuͤhn ohne Zweifel aus dem Vieta: Ad 
Logifticem ſpecioſam notae priores, die III te Propoſi⸗ 
tion in Senapien.ürhabt er muͤſſe, daß nemlich 


RT b cer Poros 


a 
alſo auch aa: ab: bb 
eine ſtetige geometriſche Proportion ſey. Man ſchreibe 
( da: ab = ab: b é 
fo fann man auch a= 1 feßen, 
und es iſt *: 1><b = b: bb, 
oder das kleinere fuͤr Eins angenommene Quadrat ver⸗ 
haͤlt ſich zum Rechteck der Seitenlinien des groͤſſern und 
kleinern Quadrats, wie eben dieſes Rechteck zum geöffern 
Quadrat. 8 
Anſtatt deffen iſt auch 
rae $b. K ab : bb, 
alſo wenn ar iſt, ir 
1 i bib : bb, 
oder: die Seite des kleinern zur Seite des groͤſſern Qua⸗ 
drats, wie das Rechteck beyder Seiten (alſo nicht das 
kleine Quadrat, wie vermuchlich wegen eines Schreib⸗ 
fehlers im Briefe ſtehet) zum groͤſſern Quadrat. Soll 
nun bb=ß, alfob= Y ſeyn, fo muß man ſchreiben 
13 = NN; Sa 
denn bende mittlere Glieder find nun nicht einerley: das 
zweyte iſt eine linie, das dritte eine Flaͤche. Eben das 
ſtim⸗ 


> 
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ſtimmet auch mit dem F. 7. der oben (57. F.) angeführten 
Kuͤhnſchen Abhandlung uͤberein, woſelbſt der vermeinte 
geometriſche Beweis geführt wird, daß Ja nicht un⸗ 
moͤglich ſey. Es verlohnt ſich der Muͤhe nicht, dieſen 

ſo genannten Beweis in ſeiner ganzen ermuͤdenden Um⸗ 
ſtaͤndlichkeit herzuſetzen, weil es lauter ganz bekannte Sac 
tze ſind, welche richtig verſtanden von niemanden weder be⸗ 
zweifelt noch geläugnet werden. Das Reſultat des gan: 
zen Beweiſes iſt: wenn PQ durch die Zahl Ten ausge: 40. 
druͤckt wird, auch uͤberdem PK = nu geſetzt iſt, fo muß *. 
Pq=—n, und Pr n ſeyn, und das giebt a= 
Fu, yon’, Gn 8 — n'. Das lehren uns 
ſchon die einfachſten algebraiſchen Grundregeln. Wenn 
ferner geſchloſſen wird: alſo muͤſſe T — n' was mögliches 
ſeyn, weil d und g fo gut wirkliche Quadrate als & und y 
ſind, die auch ihre wirklich vor Augen liegenden Seiten⸗ 
linien haben; ſo hat wiederum niemand etwas einzuwen⸗ 
den, wenn Y—n? eine von den Seiten Pq oder Pr bee 
deuten ſoll. Allein das iſt der algebraiſchen Sprache nicht 
gemäß, vielmehr bedeutet T— u' ganz was anders. 


63. % 

Wenn man will, fo kann auch n? eine Flaͤche be 
zeichnen, (21. $.) und eben ſo — n'. Aber die Groͤſſen 
+n? und — n' find algebraiſch ungleich, man mag ſich 
Zahlen, linien oder Flächen darunter vorftellen, (15. §.) 
und —n? ift ſoviel als ne- 1, ale Yan 
nf—ı. Das iſt die mögliche Seite des geometriſchen 
Quadrats PReq oder Pqsr, welche nach H. Kuͤhns Ver: 
zeichnung gefunden wird; dieſe aber wollte man nicht ha⸗ 
ben, ſondern das Product dieſer Seite mit T — 1, und 
ein ſolches Product giebt es nicht, weil es zwiſchen +1 
und — 1 keine mittlere algebraiſch-geometriſche Propor⸗ 
tionalzahl giebt. H. Kühn giebt im 8. H. feiner Abhand⸗ 

S 3 . lung 


lage nach verneinend, das iſt wohl nicht zu leugnen. Goll: 
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lung a. a. O. ſelbſt zu, daß die gewoͤhnlichen algebraiſchen 
Beweiſe davon zes ſey T a? etwas unmoͤgliches, völlig 
bindend ſeyn wuͤrden, wenn man an einerley Punct P 
nur zwey einander beydes in Anſehung der {ange und 
Breite einander entgegen geſetzte Quadrate, wie * und y 
zeichnen koͤnnte. Weil man aber auch noch zur Seite 
die Quadrate d und g zeichnen koͤnne, welche man beyde 
für negative gelten laſſen muͤſſe, und weil dieſe unſtreitig 
ihre möglichen Seitenlinien hätten, fo fen nicht allein 
a jondern auch EV 4 was mögliches. ; 


Hierauf erwiedere ich, man koͤnne auch allerdings 
an einerley Nunct P nur zwey einander an der Spitze P 
entgegen geſetzte gleiche groſſe algebraiſche Quadrate zeich⸗ 
nen: denn von algebraiſchen nicht von geometriſchen 
Ouadraten iſt hier die Rede. Wenn * und y a’, 
alſo J und = a find, To find d und B keinesweges 
algebraiſche Quadrate, fondern algebraiſche Rechtecke. 
Die Seiten PRS Ta, Pq =—a find algebraiſch un: 
gleich, 15. §.) alſo iſt ö +a><—a kein algebraiſches 
Quadrat, und eben fo wenig tit es B=ta><—a, wenn 
PQ=-+-a, Pr — a feyn ſoll: d und g find demnach 
nichts weniger als algebraiſche Quadrate. So erhellet 
aufs vollkommenſte, daß YHa><— a was unmoͤgliches 
ſey, denn dieſe Wurzel amifte zwiſchen Ea und —a i: 
ne algebraiſch geometriſche mittlere Proporrionallinie ſeyn, 
und eine folche giebt es nicht. Demnach bezeichnet — a? 
zwar ein mögliches algebraifches Rechteck, das man auch 
mit ſeinen beyden Seitenlinien geometriſch conſtruiren 
kann: aber ein eben fo groſſes algebraiſches Quadrat läßt 
ſich fo wenig als die Seitenlinie deffelben conſtruiren. 


64. §. 
„Sind aber & und B bejahend, fo find / und 3 der 


te 
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te etwa dieſe Vorausſetzung die Verwirrung anrichten? 
bis jetzt ſcheint mir es nicht widerſinniſch, eine der bejas 
henden Glache entgegen liegende- vor verneinend zu halten, 
fo wie Sinien, die von der pofitiven Seite den Ruͤckweg 


nehmen, negativ heiſſen. , 


Es iſt algebraiſch vollkommen richtig, daß y und d 95 
als negative Griffen in Rechnung kommen, wenn man 
die Richtungen PL, PO als poſitive in Rechnung gebracht 
hat. Allein die algebraiſche Bezeichnung mit den Zeichen 
+ und (—) gehet nur die Rechnung nicht die Sache ſelbſt 
an, J und d werden negativ nicht als geometriſche Qua⸗ 
drate, ſondern nur als Slachen oder Groͤſſen überhaupt 
und im allgemeinen betrachtet. Man muß ſich PL als ei⸗ 
ne Abſciſſenlinie vorſtellen, womit NM in der Entfernung 
LM Da parallel lauft. Zwiſchen PL und NM ſteht nun 
über jeder Abſciſſe Px ein Rechteck Sax, dieſes wird 
— ax für negative x, es wird — aa für x= a: alfo iſt 
PN=—aa nur ein beſtimmter Werth der ganz unbe⸗ 
ſtimmten Flaͤche ax. Allerdings iff nun PN ein geometri⸗ 
ſches Quadrat, deſſen Seite eben ſo gut wirklich da iſt, 
als das Quadrat ſelbſt: allein bey der algebraiſchen Rech⸗ 
nung kann das, was das Zeichen — aa ausdruͤckt, nicht 
für ein algebraiſches Quadrat gelten, weil es ſich nicht in 
zwey algebraiſch gleiche Factoren zerfällen laͤſſet. Man 
kann uͤberhaupt kein algebraiſches Quadrat, alſo auch 
nicht die Seitenlinien eines ſolchen Quadrats angeben, 
das dem algebraiſchen Rechteck — ax gleich ware, weil 
es zwiſchen Pa und — x keine algebraiſche mittlere Pro⸗ 
portionallinie giebt. Die Verwirrung ſteckt alſo darin, 
daß man algebraiſchen und geometriſchen Sprachgebrauch 
nicht gehörig unterfcheidet. Die Seite eines geometri- 
ſchen Quadrats, das dem geometriſchen Rechteck ax gleich 
ſeyn ſoll, iſt allemahl moͤglich: wenn man dieſe Seite 
vermittelſt einer geometriſchen Conſtruction ſucht; (2 = 95 a. 

4 enn 
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wenn man AD Da, DB = x nimmt, AB nun in & hal: 
birt, und aus C mit dem Halbmeſſer CA einen Kreis be: 
ſchreibt; ſo wird derſelbe von der durch D auf AB ſenk⸗ 
recht geſetzten graden Linie EF gewiß allemahl geſchnitten. 
Wer von keiner andern, als von Euklids Geometrie et⸗ 
was weiß, der wird gewiß nicht auf den Einfall kommen, 
35. und DB wie in der 35 Figur von D nach A hin legen, nun 
* AB in C halbiren, und uͤbrigens wie vorhin verfahren. 
Der Algebraiſt macht es fo, wenn ihm das DB mit dem 
Zeichen (—) vorkommt, und er iſt dazu berechtiget, weil 
ſeine Sprache allgemeiner iſt, als die geometriſche, und 
ihn eben darum in den Stand ſetzt, eine Menge beſon⸗ 
drer Fälle in eine einzige Formul zuſammen zu bringen, 
wovon jeder bey der geometriſchen Conſtruction eine beſon⸗ 
— dre Figur erfodern würde, Daß es uͤbrigens mit J eben 
die Bewandniß, wie mit y habe, iſt ſchon fir ſich klar. 
Für die unbeſtimmte Flache zwiſchen KM und PO iſt PL 
eine conſtans, und zu jeder Abſeiſſe y, die man auf PO 
nimmt, gehört ein Rechteck ay. Dieſes wird — ay, 
wenn man y von P nach H zu nimmt, und in dem be 
ſondern Fall y= PH == a wird es =—aa, Allemahl 
iſt —ay ein algebraiſches Rechteck, nie ein algebraiſches 
Quadrat, weil es ſich nie in zwey algebraiſch gleiche Fa⸗ 
Coren zerfallen läßt, fo lange y das Zeichen (—) behält, 


65. §, 

„Eine unmoͤgliche Groͤſſe iſt hier eine Linie, die nicht 
da ſeyn kann, und alſo nicht da iſt, wie vorgedachte un⸗ 
mögliche halbe Ordinate. Hier iſt alſo meine Frage: 
welchen Werth haben Yy und /, welche gleich find 
e, „a Das verneinende Viereck iſt zu gleicher 
Zeit mit dem entgegen geſetzten bejahenden vorhanden, 
folglich auch ſeine Seite: dieſe Seite aber iſt, wie der 
calculus zeigt, eine unmoͤgliche Groͤſſe, alfo kann fie me 

a 
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da ſeyn. Idem non poteſt eſſe ſimul et non eſſe. Denn 
daß ſie conſtruirt werden koͤnne, wie Kuͤhn vorgiebt, iſt 
falſch, NB wenn das Quadrat negativ genommen wird, 
folglich der Werth feiner Seite, die zur Conſtrnetion nd- 
thig iſt, imaginaͤr iſt, welches man allezeit voraussetzen 
muß. Was muß man alſo, da wir uns hier in dem 
ſchwierigen Umſtand befinden, den Seiten des verneinen⸗ 
den Viereckes fuͤr einen Werth beylegen? Wo ſteckt der 
Irthum im Schlieſſen? Der algebraiſche calculus läßt ſich 
doch eben ſo gut auf obiges Quadrat anwenden, als er 
auf die krummen Linien, die unmoͤgliche Semjordinaten 
erfodern, angewendet worden iff, , 


Aus dem Inhalt des 64. $. folgt, wie ich glaube, 
nun ſchon von ſelbſt die Antwort auf die erfte Frage, wel⸗ 
chen Werth fy ¥ - 8 oder / =/ — 4, habe? 
Die Antwort iſt: gar keinen moͤglichen algebraiſchen 
Werth. Das geometriſche Quadrat y iſt zu gleicher 
Zeit mit dem ihm zur Seite liegenden 8 vorhanden, und 
allerdings auch die Seite des geometrischen Qnadrats Y. 
Der calculus zeigt keinesweges, daß die Seite des geo⸗ 
metriſchen Quadrats unmoͤglich fey, fie kann auch al 
lerdings conſtruirt werden. Allein, wenn man y= — @ 
oder eigentlich PO >< — PR ſetzt, fo bleibt kein 
geometriſches Quadrat, es wird vielmehr ein algebraiſches 
Rechteck. Auch dieſes algebraiſche Rechteck iſt zu gleicher 
Zeit mit dem ihm zur Seite liegenden geometriſchen und 
zugleich algebraiſchen Quadrat B, vorhanden, die Sei: 
ten dieſes algebraiſchen Rechteckes find +PO und —PR, 
oder Ta und — a, wenn PO PR ga iſt: fie find alſo 
beyde ebenfalls vorhanden und keinesweges unmoͤglich. 
Wir befinden uns alſo in gar keinem ſchwierigen Falle, 
und der Irthum im Schlieſſen ſteckt darin, daß wir 
J- zum algebraiſchen Quadrat machen wollen, das 
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es nicht iſt. Das dem algebraiſchen Rechteck ya—ız 
= gleiche algebraiſche Quadrat it nicht zu gleicher 
Zeit mit dem zur Seite liegenden B vorhanden, und 
kann nicht vorhanden ſeyn, eben darum, weil die Seite 
eines ſolchen algebraiſchen Quadrats nicht vorhanden ſeyn 
kann Demnach bleibt das Idem non poteſt effe fimul 
et non eſſe in ſeiner vollen Kraft. Mit der Anwen⸗ 
dung des algebraiſchen Calculus hat es alſo hier ſo wie 
in allen andern Fällen feine ungezweifelte Richtigkeit; er 
fuͤhrt gewiß niemanden irre, der Zeichen und Sache 
richtig zu unterſcheiden weiß, und der es nicht verſaͤumt, 
die Elemente deſſelben ſich vorher recht geläufig zu mas 
chen, bevor er es wagt, mit Hilfe deſſelben eigene Un: 
terſuchungen anzuſtellen. 


IV. Von 


IV, 
Von den 
Logarithmen 


verneinten 


und unmoͤglichen Groͤſſen. 


I Nr 
3 — 


Hr er 2 : - 
e — 


ee Ser ini a 


k. & 
© wenig es dem Analyſten gleichguͤltig ſeyn kann, 


ob die Wurzeln grader Exponenten aus negati⸗ 

ven Groͤſſen als mögfiche oder als unmoͤgliche 
Groͤſſen bey algebraiſchen Rechnungen angeſehen werden 
muͤſſen; eben fo wenig kann es ihm gleichguͤltig feyn, ob 
man die Logarithmen der verneinten Groͤſſen als moͤgliche 
gelten laſſen, oder ob man ſie als unmoͤgliche Reſultate 
der Rechnung anſehen will. Bey mehrern ſehr intereſ⸗ 
ſanten nicht blos geometriſchen ſondern auch phyſiſch- maz 
thematiſchen Unterſuchungen kommen die logarithmiſchen 
Functionen vor. Wenn alsdenn unter gewiſſen Bor: 
ausſetzungen das Reſultat der Rechnung der Logarithme 
einer negativen Gröͤſſe ſeyn muͤſte; fo muß man doch wif: 
ſen, ob die Formul ein moͤgliches oder ein unmoͤgliches 
Reſultat der Rechnung anzeige? ob die bey Einleitung 
der Rechnung zum Grunde geſetzten Bedingungen einan⸗ 
der ſelbſt oder vielleicht andern ſchon ausgemachten Wahr⸗ 
heiten widerſprechen, oder ob man dieſen Bedingungen 
ein Genuͤge leiſten konne. Wer Herrn Eulers Sihrif- 
ten von der Mechanik geleſen hat, der wird ſich beſonders 
aus dem erſten Theile des Werkes: Mechanica ſiue mo- 
tus ſeientia analytice expofita, Petrop. 1736. mehrere 
hieher gehoͤriger Beyſpiele erinnern. Ich will nur ein 
ſolches leicht zu uͤberſehendes Beyſpiel anführen, woraus 
man ſchon wird abnehmen koͤnnen, daß die Unterſuchun⸗ 
gen hieruͤber, ſo wie die in der vorſtehenden Abhandlung 
vorgetragenen hiemit genau zuſammenhaͤngenden Lehren 
nicht etwa nur zu den ſpeeulativiſchen Subtilitaͤten gehöͤ⸗ 
ren, ſondern vielmehr bey den Anwendungen der Mathe⸗ 
matik auf die Natur und Kunſt allerdings erheblichen 
Einfluß haben. 


2. §, 
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2. F. 


Die Geſetze des Falles ſchwerer Koͤrper im freyen 
Raum find ziemlich bekannt. Wenn ein ſchwerer Ror: 
per durch den freyen Fall von der Höhe x die Geſchwin⸗ 
digkeit e erlangt, und g die Höhe des Falles für die erſte 
Zeitſecunde bezeichnet; fo weiß man, daß ee Sagx fen, 
Je groͤſſer die Höhe iff, wovon der Körper füllt, deſto 
groͤſſer it auch die erlangte Geſchwindigkeit. Dieſe kaun 
jede Groͤſſe haben, und eine gegebene Geſchwindigkeit 
mag fo groß ſeyn als man will, es bleibt ailemahl möglich, 
eine Höhe anzugebeu, wovon ein ſchwerer Körper fallen 
muͤſte, wenn ſelne Geſchwindigkeit eben ſo groß, als die 


7 4 cc 
gegebene werden ſollte. Allemahl iſt =, wie aus 


der Gleichung ee S 4ex folgt. Für die Bewegung eines 
lothrecht ſteigenden Körpers, der feine Bewegung mit 
der Geſchwindigkeit h anfängt, hat man ee Sh — 4g x. 
Dieſe Gleichung ergiebt, daß e abnehme wenn x groͤſſer 


wird, und daß x nicht groͤſſer, als — werden koͤnne, 
48 

weil cxf —(4gx—h’) eine unmoͤgliche Wurzelgroͤſſe 
h? 2 

wird, wenn * ——, alſo ggx > h? iſt. Wenn Hrn. 


a 4 
Kuͤhns Lehre (M. ſ. die vorſtehende III. Abhandlung 57. 
u. f. §§:) algebraiſch richtig wäre, und nun die Formul 
für e noch etwas mögliches anzeigte, fo waͤre unſern alge⸗ 
braiſchen Formuln wenig oder gar nicht zu trauen: denn 
foviel begreift ein jeder von ſelbſt ohne alle Rechnung, daß 
auch im freyen Raum der lothrecht aufwaͤrts geworfene 
ſchwere Körper nur bis zu einer gewiſſen Höhe ſteigen 
koͤnne, alsdenn aber wieder umkehren und herabfallen 


muͤſſe. 
3. & 
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. 8. 

In der luft fallen die ſchweren Körper nicht frey 
herab, die luft widerſtehet der Bewegung deſto ftärfer, 
je groͤſſer die Geſchwindigkeit der Bewegung iff, Wenn 
der Körper auch im Waſſer oder in jeder andern Fluͤſſig⸗ 
keit ſinkt; fo hat es damit eine aͤhnliche Bewandniß, und 
die Groͤſſe des Widerſtandes haͤngt wie leicht zu erachten 
iſt, auch von der Dichtigkeit des Fluͤſſigen ab, worin 
der Koͤrper ſinkt. Wenn nun, wie man es der Natur 
gemaͤß befunden hat, die Groͤſſe des Widerſtandes dem 
Quadrat der Geſchwindigkeit des fallenden Körpers pro: 
portional angenommen wird, ſo findet man die nachſte⸗ 
hende Gleichung fuͤr die Geſchwindigkeit, welche ein von 
der Höhe x herabgefallene Körper erlangt hat, ee Kk 
I — e- ke). Das e iff die Grundzahl der naz 
türlichen logarithmen, und k bezeichnet die Geſchwindig⸗ 
keit, welche der Körper erlangt haben muß, wenn der 
Widerſtand des Fluͤſſigen feinem Gewicht gleich ſeyn ſoll. 
CM. |. meinen behrbegriff der Math. IV. Theil, 32 r. $, 
Mech. 348. §. woſelbſt man p=ı, und h=o ſetzen 
muß.) Dieſe Gleichung ergiebt, daß e nie Ble werden 
koͤnne, die Höhe x, wovon der Körper fallt, mag fo groß 
ſeyn, als man will. a 


4. §. 

Die Geſchwindigkeit eines im widerſtehenden Raum 
lothrecht ſteigenden Körpers, wenn feine Bewegung mit 
der Geſchwindigkeit h anfaͤngt, giebt die Gleichung 
ce == kk + hh)e — Kl — Kk: (a. d. O. 331. F. 
Mech. 37 T. S. wenn daſelbſt p= ı gefeßt wird) der 
Natur der Sache nach muß e abnehmen wenn x gröffer 
wird, wie auch die Gleichung richtig anzeigt. In dem Falle 
(kk-+ bb) e — kk = kk giebt fie eo: alſo ſteigt 
der Körper nur fo lange, als kke leu < kk I- hh 

bleibt, 


* 
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g Kk ＋ hh 
bleibt, oder e * E.. < ru woraus x T er 
kk 4g 


hh a 
“t= folgt. Elne groͤſſere Höhe x wuͤrde e 
* 


of — (kk — (kk 4 hh) e - 48 ke) geben, welches wiede⸗ 
rum eine unmoͤgliche Wurzelgroͤſſe iſt. Dieſe Formul riche 
tig verſtanden lehrt uns das, was wir alle Tage erfahren, 
daß ſchwere Körper, welche man in freyer luft lothrecht 
in die Höhe wirft, bald wieder umkehren und herab fal- 
len muͤſſen. Zeigte alſo die Wurzelgroͤſſe noch was mög: 
liches an, fo ware die algebraiſche Sprache ſchlecht mit 
der Natur der Sache uͤbereinſtimmend. 


; 5. 5. 
Aus der Gleichung comkk (1 — e — 48% KK) (g. f.) 


cc t 
ren Zn fig ati 
. 0 kk eigx:kk 5 j kk — co’ 
1 —. Wenn alſo die Ge⸗ 
— 66 


ſchwindigkeit e gegeben ift, womit ein ſchwerer Koͤper im 
widerſtehenden Raum zu Boden fallen ſoll; ſo zeigt dieſe 
Gleichung, wie groß die Hohe x ſeyn muͤſſe, wovon der 
Koͤrper herab fallen muß, um ſo viele Geſchwindigkeit zu 
erlangen. Wenn e ſeyn ſollte, fo lieſſe ſich keine 
ſolche Höhe x angeben, fede noch fo groſſe Höhe wuͤrde 
zu klein ſeyn, wie es auch mit dem 3. H. uͤbereinſtimmet. 
Wie aber, wenn erk ſeyn ſollte? Die Gleichung giebt 


De kk 
mithin ferner = ——1 


alsdenn = —1— und der eine Factor iſt 
48 


com kk 
ein logarithme einer negativen Groͤſſe. Entweder die 
ganze vorige Rechnung muß falſch ſeyn, oder eben dieſer 
Factor muß hier etwas unmögliches anzeigen. Vermoͤge 


: jener 
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jener Rechnung bleibt e nothwendig allemahl kleiner als K 
und kann nie = k werden, x fen fo groß als man will. 
Wenn man demnach fo gar verlangt e foll gröffer als K 
werden, fo iſt es gewiß unmoglich eine fo groſſe Höhe x 
anzugeben ! wovon der ſchwere Körper herabfallen muͤſte, 
um die vorgeſchriebene Geſchwindigkeit e zu erlangen. 


6. §. g 

Herr Euler nimmt in ſeinem ſchon angefuͤhrten 
Werke von der Mechanik und in andern Schriften, der⸗ 
gleichen Reſultate der Rechnung fuͤr unmoͤgliche an: ei⸗ 
gentlich zeigt die algebraiſche Formul in ſolchen Fällen an, 
daß man nicht allen Bedingungen der Aufgabe zuſammen 
genommen ein Genuͤge leiſten koͤnne. (M. ſ. die voranſte⸗ 
hende III. Abhandlung im 22. §.) Indeſſen hat es doch 
H. Euler für nöchig gehalten eine eigene ſehr lehrreiche 
Abhandlung uͤber die Natur der logarithmen überhaupt 
und insbeſondre folcher Logarithmen aufzuſetzen, die mit 
negativen Zahlen zuſammen gehoͤren muͤſten: man findet 
fie in der Hiftoire de P Academie Royale des Sciences de 
Pruſſe Année 1749, pag. 139. ſqq. Der Titel ift: Sur 
Ja Controverfe entre Mrs. Leibnitz et Bernoulli fur les 
Logarithmes de nombres negatifs et imaginaires, Im 
Eingange zu dieſer Abhandlung erzaͤhlt H. Euler die naͤhe⸗ 
re Veranlaſſung zu der Streitigkeit, welche die Herrn von 
leibnitz und Johann Bernoulli vormahls in Briefen mit 
einander uͤber die Natur der Logarithmen negativer Zahlen 
mit einander gefuͤhrt haben, die ſich in der unter dem Titel 
Commercium litterarium inter Leibnitium et Joh, Ber- 
noullium gedruckten Sammlung mit befinden. In dem 
Briefe n. CXC. des Commercii hatte H. v. Leibnitz das 
Verhaͤltniß E 1: — 1 oder — 1:41 aus dem Grunde 
für ein imaginares Verhaͤltniß erklärt, weil dieſes Ver⸗ 
haͤltniß, oder die Zahl — 1, keinen möglichen logarithmen 
habe. Dagegen erklaͤrte H. Bernoulli in dem Briefe 
T n. CXCLI, 


¢ 
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n. CXCIII, daß er nicht eben derſelben Meinung fen, viele 
mehr die Logarithmen der negativen Zahlen als mögliche 
Gröffen anſehe. Seine Meinung gieng nemlich dahin, 
daß der Logarithme einer negativen Zahl mit dem Logarith⸗ 

men der ihr entgegen geſetzten poſitiven Zahl einerley fen, 

Nach dieſem Eingange trägt H. Euler die vornehmſten 
Gruͤnde umſtaͤndlich vor, welche H. Bernoulli gebraucht 
hat, feine Behauptung zu beweiſen, hiernaͤchſt des H. v. 
Leibnitz Einwendungen dagegen, ferner die Beweiſe, wor⸗ 
auf H. v. Leibnitz ſeine Behauptung gegruͤndet hat zugleich 
mit den von H. Bernoulli dagegen gemachten Einwen⸗ 
dungen. H. Euler ſelbſt erklärt endlich, nachdem er die 
ganze Theorie der Logarithmen in ſehr groſſer Allgemeinheit 
vorgetragen hat, des. H. v leibnißz Behauptung für die richtige. 


8 ö ER 
Die Sache war aber hiemit noch nicht zur allgemei⸗ 
nen Befriedigung entſchieden. Wir haben vom Herrn 
d Alembert eine Sammlung ſchaͤtzbarer Abhandlungen uns 
ter dem Titel Opuſeules Mathematiques, wovon der er⸗ 
ſte Band im Jahr 1761 zu Paris im Druck erſchienen 
iſt: die ſechſte unter dieſen Abhandlungen, mit einem 
noch beygefuͤgten Supplement, betrift ebenfalls die fos 
garithmen negativer Zahlen. H. d Alembert, welcher voͤl⸗ 
lig dem H. Bernoulli beypflichtet, erzaͤhlet gleich im An⸗ 
fange dieſer Abhandlung, daß er in den Jahren 1747 
und 1748 mit dem Herrn Euler einen aͤhnlichen Brief⸗ 
wechſel wie beibniz mit Bernoulli darüber gefuͤhret habe, 
und es ſcheinet, daß der im vorigen F. angeführte Aufſatz 
des H. Euler in der Hifteire de ! Academie de Berlin 
eben dadurch ſey veranlaſſet worden. Indeſſen hat auch 
dieſer Euleriſche Aufſatz H. d'Alembert noch nicht völlig 
befriediget, wenigſtens glaubt er, die Sache ſey noch 
nicht ganz entſchieden. Wundern muß man ſich billig, 
daß Männer von fo allgemein anerkannten Verdienſten 
um 
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um die Mathematik ſo verſchieden uͤber eine Frage haben 
urtheilen koͤnnen, die ihrer Natur nach zu den erſten An⸗ 
fangsgruͤnden der algebraiſchen Unalyfis gehört, die ſo⸗ 
gleich entſchieden ſeyn muß, ſobald man ſich nur daruͤber 
einverſtanden hat, was ein Logarithme und was eine ver⸗ 
neinte Groͤſſe, oder verneinte Zahl eigentlich ſeyn ſoll. 
Ein deutſches Frauenzimmer von hohen Range, nicht et⸗ 
wa nur Liebhaberin, ſondern im eigentlichſten Sinne 
groſſe Kennerin der tiefſinnigſten Mathematik, mit den 
Schriften der alten griechiſchen Geometer ſo gut, als 
mit den jetzigen neuen Schriftſtellern bekannt, aͤuſſerte 
bey Gelegenheit einer Unterredung mit mir, ſie habe wi⸗ 
der alles Erwarten beym fefen der Schriften groſſer Ma⸗ 
thematiker manchen Verſtoß gegen die erſten Elemente 
wahrgenommen. Eine Bemerkung, worauf ich nur fo 
viel erwiedern konnte, daß oft das meitfichtigfte Auge, 
welches das größte Feld der entlegentſten Sachen ſehr 
deutlich uͤberſiehet, ſich entwoͤhne nahe liegende Kleinig⸗ 
keiten deutlich genug wahrzunehmen. Die Antwort be⸗ 
friedigte nicht: mir ward entgegen geſetzt, daß die Feſtig⸗ 
keit des Grundes die erſte Haupteigenſchaft eines jeden 
Gebäudes, alſo auch des lehrgebaͤudes einer Wiſſen⸗ 
ſchaft ſey. f f N 
Die Herrn v. Leibnitz und Bernoulli denken alle 
beyde nicht daran, wie noͤthig es ſey, vor allen Dingen 
zuerſt die Grundbegriffe feſtzuſetzen, ihre Beweisgruͤnde 
und Gegenbeweisgruͤnde ſind aus den Regeln des Calculs 
ſelbſt, deren Sinn doch einzig und allein von den erſten 
Grundbegriffen abhaͤngt, ja ſo gar aus den Regeln der 
Differentialrechnung und höhern Geometrie hergenommen. 
Herr Euler ſetzt als bekannt voraus, daß alle übrige {02 
garithmen⸗Syſteme vom Syſtem der natürlichen Logarith⸗ 
men nach einem beftändigen Modulus abhaͤngen, und 
gruͤndet daher ſeine Unterſuchungen auf die Formul, wel⸗ 
che man bey Berechnung der natuͤrlichen Logarithmen zum 
T 3 Grun⸗ 
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Grunde fest, wenn die Gränze des Werthes (r+) a 
n 
für die Grundzahl angenommen wird, da dann die Grins 
m 
ze des Werthes — der natürliche Logarithme derjenigen 
n 


Be 
Zahl wird, welcher fich die Potenz (1 Te als ihrer 
n 


1 d 
Graͤnze naͤhert, wenn — bis auf o abnimmt. Man 
n 


Fönnte freylich wuͤnſchen, daß H. Euler noch etwas tveiz 
ter bis auf die erſten Grundbegriffe zurück gegangen wäre, 
auch glaubt H. d Alembert, daß H. Eulers Vorausſetzung 
noch Erinnerungen ausgeſetzt fey, woruͤber ich mich im 
folgenden weiter erklaren werde. Vorlaͤufig genügt es 
hier zu bemerken, daß bey dem allen doch H. Eulers Ab⸗ 
handlung über die ganze Unterſuchung das meifte licht ver: 
breite. Weil die Formuln, welche das allgemeine Ge⸗ 
ſetz angeben, nach welchem jede Zahl und ihr Logarithme 
von einander abhängen, tranfeendent find, fo muͤſſen fie 
ſich von den algebraiſchen Funetionen durch ganz eigen⸗ 
thuͤmliche Eigenſchaften auszeichnen: eben dieſes eigens 
thuͤmliche der logarithmiſchen Functionen hat H. Euler 
am vollſtaͤndigſten auseinander geſetzt, und ich behalte 
mir vor, weiter unten das wichtigſte daraus anzufuͤhren. 


9. b. 

Here d Alembert faͤngt wirklich mit Elementarbe⸗ 
griffen an: nur Schade daß ſie ſo, wie ſie von ihm vor⸗ 
getragen ſind, ſchwerlich gebraucht werden koͤnnen, dieſe 
fo verwickelt ſcheinende Sache in ihr voͤlliges licht zu ſetzen. 
On appelle Logarithmes une ſuite de nombres en progref- 
ſion Arithmetique quelconque, repondans a une ſuite de 


nombres en progreſſion Geometrique quelconque. Die: 
| fes 
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ſes iſt des H. d Alemberts Erklaͤrung des Begriffes von 
den Logarithmen, (a. a. O. 181. S.) und man lieſet fie 
eben fo in mehrern kehrbuͤchern. Um hier nicht zu um⸗ 
ſtaͤndlich zu werden, will ich mich auf dasjenige nur kurz 
beziehen, was ich davon in meinem lehrbegriffe der Mar 
thematik 2 Theil. VI. Abſchnitt der Allg. Rechenkunſt vors 
getragen habe. Es iſt ſo wenig eine Erklaͤrung der eigent⸗ 
lichen Natur der Logarithmen, daß nicht einmahl darin 
ausgedruͤckt iſt, wie und auf welche Art die Glieder der 
arithmetiſchen Progreſſion mit den Gliedern der geome⸗ 
triſchen Progreſſion verbunden ſeyn ſollen. Mit einer ſol⸗ 
chen Erklaͤrung haͤngt es freylich ganz wohl zuſammen, 
wenn H. d. Alembert bald nachher hinzu ſetzt: il ny a 
aucune liaifon neceflaire entre ces deux progreflions, und 
wenn auch eben daffelbe auf der 199. S. miederhohlt 
wird: Ibn’ ya aucune liaifon neceſſaire entre une fuite 
de nombre et la ſuite des logarithmes qui leurs repon- 
dent. Ja auf der 195 S. heißt es fo gar; En effet tout 
ſyſteme de Logarithmes eft arbitraire en foi, et il eft 
clair, que o, o, o, o, etc, formant une progeflion Arith- 
metique, je puis au deſſus d'une progreſſion Geome- 
trique quelconque imaginer une fuite de zeros, qui fe- 
ront chacun les Logarithmes du nombre qui leur re: 
_ pond, 


10. 9. 

Man wuͤrde ſich dB ih, Stellen bey Schrift: 
ſtellern von ſolchem Gewicht und Anſehen, wie H. d' A⸗ 
lembert gar nicht erflären konnen, wenn man nicht wuͤſte, 
daß es lange an guten Lehrbuͤchern beſonders bey den Aus⸗ 
laͤndern gefehlt hat. Was man Algebra nannte, war 
immer noch weiter nichts als algebraiſche Zahlenrechen⸗ 
kunſt; von kehrbuͤchern dieſer Art gieng man gleich zum 
leſen ſolcher Werke fort, worin die olgebraiſche Analyſis 
in ihrer ganzen Allgemeinheit auf die höhere Geometrie 
angewandt wird. Von den Erfindern der neuern Analy⸗ 

T 3 ſis 
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fis hat man eine Menge kleinerer Abhandlungen uͤber einzelne 
Materien, woraus man zwar die Erfindungen ſelbſt ler⸗ 
nen konnte: allein es fehlte immer noch der ſyſtematiſche 
Zuſammenhang ſovieler Bruchſtuͤcke unter einander. Die 
erſten Berfaffer gröfferer Werke, welche dieſe lehren fame 
melten, um ein Ganzes daraus zu machen, blieben groͤ⸗ 
ſtentheils bis auf den Ausdruck beym Vortrage der Erfin⸗ 
der, die gemeine Rechenkunſt und die gemeine Algebra 
ſetzte man gewohnlich als bekannt voraus, und wenn man 
ja davon etwas mitnahm, fo blieb der Vortrag groͤſten⸗ 
theils ſo, wie er bey den aͤltern Algebraiſten geweſen war. 
Die luͤcke zwiſchen der gemeinen algebraiſchen Rechen⸗ 
kunſt, und der allgemeinen algebraiſchen Analyſis blieb 
lange unausgefuͤllt, und ich darf auch das, ohne mir mit 
Grunde den Vorwurf einer zu groſſen Partheylichkeit zu: 
zuziehen, wohl hinzuſetzen, daß deutſche Mathematiker 
dieſe kücke auszufüllen, am meiſten bemuͤhet geweſen find. 
Die Elementa Matheſeos des Herrn Hauſen haben vor⸗ 
nemlich zuerſt Epoche gemacht: mehrere hieher gehörige 
verdiente Schriftſteller habe ich ſchon in der vorſtehenden 


III. Abhandlung genannt, worauf ich mich Kürze halber 
beziehe. 


LEER ; 

Die Herrn von Seibnig = Bernoulli, auch Hr. 
Euler, ſcheinen den Begriff davon, was negative Groͤſſe 
oder negative Zahl ſey, als ganz bekannt vorauszuſetzen: 
nur H. d Alembert ſcheinet darauf Bedacht genommen zu 
haben, daß keine gruͤndliche und richtige Eutſcheidung der 
ſtreitig gewordenen Frage zu hoffen ſey, wenn man ſich 
uͤber den Begriff von der negativen Zahl nicht vorher ein⸗ 
verſtanden habe. Er ſtreuet daher einige Gedanken daruͤ⸗ 
ber in ſeinen Vortrag ein: doch finde ich keine ſo deutliche 
und der Sache genau angemeſſene Eroͤrterung dieſes 
Grundbegriffes, als man hier wuͤnſchen muß. Bald 
“aft der Vortrag ganz richtig und der Sache gemäß, “A 
* au 
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auf der 202 Seite: Ceſt que le ſigne, que porta 
Yexpreffion algebrique de cette ordonnée n’ indique que 
fa pofition, und auf der 203. Seite: En un mot toute 
quaatité par elle meme a le figne -＋, elle ne porte le 
figne — que relativement aux autret exprimés ou ſous 
entendus. Mit der Benennung: Groͤſſen oder Zahlen 
unter Nichts iſt H d' Alembert nicht zufrieden, (a. a. O. 
201. 204. S.) ja eben dieſe ihm anſtoͤſſige Benennung 
veranlaſſet ihn, auf der 204 S. unten eine Anmerkung 
beyzufuͤgen, worin er die Algebraiſten beſchuldiget, daß 
fie den Begriff einer negativen Groffe bis dahin immer 
noch ſchlecht entwickelt Hätten: feine eigene Erläuterung 
ſcheint indeſſen mir wenigſtens eben ſo wenig befriedi⸗ 
gend zu ſeyn. 
12. F. He 
Auf die Frage nemlich: warum y in der Gleichung 
by = (a — *) pofitiv bleibe, wenn x>a mithin a — x 
negativ fen? wird die Antwort ertheilet, weil (a — 
in dieſem Falle nicht das Quadrat von a — x fondern von 
x—a fey: eben darum begreife die Gleichung by = 
(a — x)? eigentlich zwey Gleichungen in ſich, die eine by — 
(a— , für x Ca, die andre by = (K — a)? für x Y. 
„Allein kann man nicht eben ſo beweiſen, daß y in der 
Gleichung by == (a — * und uberhaupt in jeder Glei⸗ 
chung wie by = (a — nz ebenfalls allemahl pofitid 
ſeyn muͤſſe? Es wird fo gar hinzugeſetzt: Ce qui Paccorde 
avec ce que nous avons dit, que les quantités négatives 
indiquent une fauffe fuppofition ; (Man vergleiche a. a. O. 
die 203 ©.) car equation by = (a— x)’, quand xD a, 
eft proprement une fauffe equation ; la veritable eft by = 
Ga). Alſo iſt auch in eben dem Fall x>a die Glei⸗ 
chung by = (a — e eine falſche Gleichung, die wah⸗ 
re it by = @—a)", und hiemit fallen alle negative 
Potenzen aus den algebraiſchen Rechnungen weg. Ich 
habe mich in der vorſtehenden 5 umſtaͤnd⸗ 
ö 4 lich 
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lich über den Begriff von den algebraiſchen negativen Groͤſ⸗ 
fen erklaͤrt, wefiwegen ich mich im folgenden, wo es nae 
thig iſt, darauf werde beziehen koͤnnen. 


13. §, 

Schon Michael Stiefel trägt in feiner Arichmerica. 
integra Lib. I. Cap. IV. fol 37. b. die ſehr richtige Ber 
merkung vor, daß man Berhaltniffe als Verhaͤltniſſe be: 
trachtet eben fo unter einander vergleichen konne, wle 
man ſonſt einzelne Groͤſſen vergleicht; daß man aus einem 
angenommenen Grundverhaͤltniſſe ein andres fo vielmahl 
zuſammen ſetzen koͤnne, als eine vorgelegte Zahl fodert; 
daß man ein gegebenes Verghaͤltniß in eine vorgeſchriebene 
Anzahl gleicher Verhaͤltniſſe als gleiche Theile des Ganzen 
eintheilen koͤnne. Die Stelle iſt zwar oben im 25. f. der 
vorſtehenden III. Abhandlung ſchon angefuͤhrt worden: ſie 
iſt aber ſo merkwuͤrdig, daß ich nicht umhin kann, ſie 
ganz hieher zu ſetzen. „Potuit etiam Algorithmus pro- 
portionum (das iff bey ihm fo viel als rationum, wie wir 
es nennen, welches unter andern Stellen auch der An: 
fang des Cap. VI. Lib I. fol. 47, ergiebt) ex hujusmodi 
ſpeculationibus inveniri: vt quod + ad? facit 4, Item 
F: 1 r, id eft dupla triplicata, quod illa facit 3, facile 
potuit confiderari: vel ex illis ordinibus, qua naturalis 
numerorum progreſſio ſervit progreſſionibus Geometri- 
eis, vt SE \ 

8 1 2 3 4 5 

1 2 4 8 18 32 
hie 5 non ſolum fignificat numerum fibi ſubſeriptum (id 
eft 32) facere proportionem quintam, fed fignificar 
etiam eundem numerum fibi ſubſeriptum, collatum vni- 
tati, eſſe proportionem guintuplicatam refpe&tu primae 
proportionis. Et tertio ſignat modum ipfum, quo vel 
per additionem, vel per quintuplationem primae pro- 
Portionis fiat proportio hace quintuplicata F: fcilicer 3 

quin- 
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quinquies poſita, atque ita ſecundum regulam multipli- 
cationis Minutiarum, fatta operatione, producitur quin- 
tuplicatae proportionis collettum: vt 3.2 f. 1-7. facit 37 
Et quia per multiplicationis regulam, quam habent Mi- 
nutiae vulgares, fit additio proportionum, facile fuit, 
(hoc intellecto) concludere, vt regula diviſionis Minu- 
tiarum ſeruiret etiam ſubtractioni proportionum, cum 
ubique hoc verum fit, quod additio probet ſubtrattio- 
nem, et ſubtractio additionem, etc, Deinde, cum in- 
ter I et 32 medient numeri hi, 2, 4, 8, 16, ita vt dini- 
dant proportionem i in quinque proportiones aequales, 
i, e. in quinque duplas. 


14. 9. N 

Das find die Grundbegriffe der lehre von den loga⸗ 
rithmen, fo wie fie in unſern beften neuen $ehrbüchern vor⸗ 
getragen werden, und es fehlt nichts weiter als der Nah⸗ 
me. Wenn es gleich jetzt in mehrern neuern Schriften 
iſt bemerkt worden, daß Stiefel wirklich auf die Grund⸗ 
begriffe und Grundoperationen in der Lehre von den loga⸗ 
rithmen verfallen ſey; ſo wird doch gewoͤhnlich die oben in 
der vorſtehenden III. Abhandlung von mir bemerkte Stelle 
nur angeführt. Obgleich dieſe Stelle allerdings völlig bes 
weiſend, und in mehr als in einer Abſicht merkwuͤrdig iſt; 
fo findet man doch im J. Buch nicht allein an der im vor. $. 
angezogenen ſondern auch an mehrern Stellen, und be: 
ſonders noch im VI. Cap des I. Buches, die ganze Gaz 
che noch viel vollſtoͤndiger. Es hat dieſes VI. Capitel den 
Titel: De proportionibus et earum Algorithmo. Im 
folgenden werde ich noch naͤhere Veranlaſſung haben, ver⸗ 
ſchiedenes daraus anzufuͤhren: hier bemerke ich nur, daß 
die Regeln des Algorithmi proportionum, oder rationum, 
wie wir es nennen würden, fol. 52. ſqq. vorgetragen mer: 
den, und dieſer Algorithmus iſt nichts anders als der wah⸗ 
re Grund aller logarithmiſchen Rechnungen. Man kann 
T 5 den 
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den Inhalt groͤſtentheils auf das allgemeine Problem zu⸗ 
ruͤck führen: Ein Verhaͤſtniß it gegeben, und eine Zahl, 
welche angiebt, wie ein noch unbekanntes Verhältniß aus 
jenem als Maaßverhaͤltniſſe durch Theilung und Zuſam⸗ 
menſetzung entſtehen kann; man ſoll das unbekannte Ver⸗ 
haͤltniß finden. Nur ein Exempel. Man fell ein Ver: 
haͤltniß angeben, welches 3 des Verhaͤltniſſes 22 ausmacht. 


Zuerſt wird das dreymabl groffere Verhaͤltniß 16. 46. 7% 


e geſucht, und hievon 2, das heißt F885 
= 2g, genommen. Nach unſerm Sprachgebrauch wuͤr⸗ 
den wir ſagen, wenn $F das Grundverhaͤltniß, oder Maaß⸗ 
verhaͤltniß iſt, fo iſt 4 log. 2g. Eine ſolche Verbindung 
der arithmetiſchen Progreſſion mit der geometriſchen iſt 
doch wohl nicht fo ganz willkuͤhrlich, daß eine Reihe Nul⸗ 
len eben ſo gut, als jede andre arithmetiſche Progreſſion 
dienen koͤnnte. l f 


31 
40 


— 
— 2 


. 

Man weiß, daß Neper 10 Nahmen Logarithmus, 
Ns Ne, numerus rationum, zuerſt gebraucht hat. 
Er brachte wirklich eine arithmetiſche Progreffion mit einer 
geometriſchen in Verbindung, und nannte die Glieder 
der arichmetiſchen Progreſſion Logarithmen der dazu gehöͤ⸗ 
rigen Glieder der geometriſchen Progreſſion: allein dieſe 
Verbindung ſollte nicht ſo ganz willkuͤhrlich ſeyn, die glei⸗ 
chen Differenzen der Glieder der arithmetiſchen Pro⸗ 
greſſion follten die gleichen Verhaͤltniſſe vom erſten Glie⸗ 
de der geometriſchen Progreſſton bis zu jedem folgenden 
Gliede fortzaͤhlen. Wenn mit dem Inder n in der arith⸗ 
metiſchen Progreſſion das allgemeine Glied * Tus zuſam⸗ 
men gehörte, fo ſollte in der geometriſchen Progreſſion 
das Glied mua damit zuſammen gehören. Hier behält 
man zwar feine Freyheit, &, J, a und m, fo groß als 
man will anzunehmen: allein das ſind auch nur die be⸗ 
ſtaͤndigen Zahlen unter denjenigen, worauf es hier an⸗ 

e kommt, 
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kommt, das Geſetz, nach welchem and und me von 
einander abhängen ſollen, wenn man n für eine veraͤnderli— 
che Zahl annimmt, wird dadurch nicht geaͤndert. Sonſt 
kann man auch behaupten, es ſey gar keine nothwendige 
Verbindung zwiſchen den Coordinaten x und y einer frum: 
men linie, beſonders wenn nicht allein die Groͤſſe, ſondern 
auch die Geſtalt der linie von den beſtaͤndigen Coeffteien⸗ 
ten in der Gleichung abhängt. In der Gleichung yy = 


b 
— (aa — xx) fann man a und b wie man will anneh⸗ 
aa 2 


men, die Gleichung gehoͤrt zu unzaͤhlig vielen der Geſtalt 
und Groͤſſe nach verſchiedenen Ellipſen: folgt denn dar⸗ 
aus, daß zwiſchen den Coordinaten der Ellipſe gar keine 
nothwendige Verbindung fey? Neper ſetzt a=o, d=1, 
a= 10000000, m = 18888883, nun wird n eine Zahl, 
welche angiebt, wievielmahl das Verhaͤltniß ma: a oder 
m: 1 in dem Verhaͤltniſſe mna: a enthalten fey. Wenn 
nun gleich Neper die Bahl n kurz Logarithmen der Zahl 
ma nennt; fo iſt fie doch eigentlich der Logarithme des 
Verhaͤltniſſes mara. Daß dieſes Mepers eigentliche 
Meinung ſey, leuchtet aus ſeinem ganzen Vortrage deut⸗ 
lich genug hervor, und ſelbſt der Nahme iſt dieſem Sinne 
gemaͤß gewaͤhlt. 
16. $< 
Wenn man dieſe Grundbegriffe, worauf Neper die 
Berechnung feiner Sogarirhmen gebauet hat, mit demjeni⸗ 
gen vergleicht, was ich im 13. und 14. H. aus Stiefelii 
Arithmetica integra angefuͤhrt habe, ſo nimmt man leicht 
wahr, daß es bey dieſer Sache ganz eigentlich auf eine 
ſolche Vergleichung aller Verhaͤltniſſe unter einander an⸗ 
komme, die derjenigen ganz ähnlich iſt, wie man ſonſt 
andre gleichartige Groͤſſen unter einander vergleicht: nur 
muß man richtige Begriffe davon haben, was das heiſſe, 
ein Verhaͤltniß aus mehrern andern zuſammen ſetzen; oder 
ein 
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ein Verhaͤltniß in mehrere andre gleiche oder ungleiche Ver⸗ 
haͤltniſſe theilen. Man kann ein Verhaͤltniß als Maaß⸗ 
verhaͤltniß wählen, um alle andre Verhaͤltniſſe damit zu 
vergleichen; eben fo wie man die Lange einer Ruthe, eines 
Fuſſes, als laͤngenmaaß wähle, um alle andre Langen das 
mit zu vergleichen. Wenn das Verhaͤltniß 221 das 
Maaſpverhaͤltniß ſeyn ſoll, fo faſſet das Verhaͤltniß 16:1 
vier Maahverhaͤltniſſe, es iſt viermahl groͤſſer, als das 
Maaßverhaͤltnif 2: 1. So wie jedes Maaß uͤberhaupt 
willkuͤhrlich gewaͤhlt werden kann, ſo kann man auch bey 
Ausmeſſung der Verhoͤltniſſe das Maaßverhaͤltniß will⸗ 
kuͤhrlich wählen. Die Abficht der Ausmeſſung geher alle⸗ 
mahl dahin, daß man eine Zahl ſucht, welche angeben 
ſoll, wievielmahl das angenommene Maaß in der auszu⸗ 
meſſenden Groͤſſe enthalten ſey. Es iſt eine Art von Di⸗ 
viſion, und eben darum kann die geſuchte Zahl nur in ſol⸗ 
chen Faͤllen eine ganze Zahl ſeyn, wenn das Maaß ſelbſt 
in der auszumeſſenden Groͤſſe aufgehet. In andern Gale 
len theilt man das Maaß in mehrere gleiche Theile, und 
verſucht „ob ein aliquoter Theil deſſelben in der auszumeſ— 
ſenden Groͤſſe aufgehe; alsdenn wird die geſuchte Zahl ein 
Bruch, wie wenn es heißt, eine Lange mache 3 Ellen aus. 
Eben dieſe Regel kann man bey Ausmeſſung der Verhält 
niſſe anwenden: man kann das Maapßverhaͤltniß in klei⸗ 
nere gleich groſſe Verhaͤltniſſe theilen, die man als Theile 
des ganzen betrachtet. Wenn alsdenn ein ſolcher Theil des 
Maaßyverhaͤltniſſes in dem auszumeſſenden Verhaͤltniſſe 
mehrere mahl enthalten iſt; ſo laͤßt ſich eine gebrochene 
Zahl finden, die es angiebt, wie groß das auszumeſſende 
Verhaͤltniß gegen das Maaßverhaͤltniß fey. Das Bers 
haͤltniß 32: 1 iſt aus dem Verhaͤltniſſe 16: T fo zuſammen 
geſetzt, wie die Zahl $ aus Eins: alſo macht das Bere 
haͤltniß 32: 1 eben foviel aus, als 3 des Maafverhältnif- 
ſes 16:1. Wenn kein noch zu beſtimmender Theil des 


Maaßverhaͤltniſſes in demjenigen, fo damit verglichen 
wird, 


* 
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wird, mehrere mahl genau enthalten iſt; fo läßt fic) die 
Groͤſſe dieſes Verhältniſſes gegen das Maapverhaͤltniß 
nicht anders als durch eine Irrationalzahl ausdrucken. 
In allen dieſen Gallen aber heißt diejenige Zahl, welche 
die Groͤſſe eines Verhaͤltniſſes A: B gegen das angenomme⸗ 
ne einfache ausdruͤckt, oder welche aus ihrer Einheit ſo 
entſtehet, wie das Verhaͤltniß A: B aus dem einfachen zu: 
ſammen geſetzt iſt, der Logarithme des Verhaͤltniſſes A: B. 
In dem befondern Fall, wenn B= iſt, fagt man kurz 
fogarithme der Groͤſſe, oder der Zahl A, allemahl aber iſt 
der logarithme des Verhaͤltniſſes A: x gemeint. (ogarith⸗ 
men einzeln geſetzter Zahlen, oder einzeln geſetzter Groͤſſen, 
giebt es nicht. 


17. §. 

Man kann ein fuͤr allemahl ein gewiſſes Verhältniß 
4:1, als das Maaßverhaͤltniß annehmen, und die Ver⸗ 
haͤltniſſe aller übrigen Zahlen zur Einheit damit verglei⸗ 
chen: auf ſolche Art wird eine Reihe von togarithmen bez 
ſtimmet, die einer Reihe von beſtimmten Zahlen zugehoͤ⸗ 
ret, und eine ſolche Reihe von logarithmen, mit ihren gue 
gehoͤrigen Zahlen, macht ein logaruhmiſches Syſtem 
aus. Man kann alſo ſagen, ein jedes Logarithmenſyſtem 
fen willkuͤhrlich, weil es willkuͤhrlich iſt, wie groß man das 
Maaßverhaͤltniß 4: 1 annehmen will: allein dem ohner⸗ 
achtet bleibt doch zwiſchen den Logarithmen und ihren zuge⸗ 
hoͤrigen Zahlen eine nothwendige Verbindung, in wie fer⸗ 
ne es nothwendig iſt, daß eine beſtimmte Zahl dieſen und 
keinen andern Logarithmen haben muͤſſe, ſobald feſtgeſetzt 
iſt, wie groß das Maaßverhaͤltniß a: 1 ſeyn ſoll. Jedes 
Syſtem der bekannten trigonometriſchen Linien iſt ebenfalls 
in einem gewiſſen Sinne willkuͤhrlich, weil es willkuͤhrlich 
iſt, wie groß man den Halbmeſſer des Kreiſes ſowohl bey 
der geometriſchen Verzeichnung als auch bey der Berech— 
nung annehmen will: allein ſobald der Halbmeſſer be⸗ 

ſtimmt 
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ſtinunt iff, ſobald iff es auch nothwendig, daß ein feder 
beſtimmter Winkel oder Bogen dieſen beſtimmten Sinus, 
Coſinus, u. ſ. f. und keinen andern haben muͤſſe. Es iſt 
keinem Mathematiker unbekannt, daß beyde Syſteme der 
logarithmen und der trigonometriſchen Knien die größte 
Aehnlichkeit mit einander haben. Wenn die Halbmeſſer 
gleich verſchieden find, fo find doch die gleichnahmigen tri⸗ 
gonometriſchen Linien, die zu einerley Winkel gehören, in 
einem beſtaͤndigen Verhaͤltniſſe, und eben die Bewand⸗ 
niß hat es mit verſchiedenen logarithmenſyſtemen. Wenn 
gleich in verſchiedenen Syſtemen verſchiedene Maaßver⸗ 
haͤltniſſe zum Grunde liegen; fo ſtehen dennoch die loga⸗ 
rithmen, die zu einerley Verhaͤltniß gehören, in einem 
beſtaͤndigen Verhaͤltniſſe. In verſchiedenen trigonome⸗ 
triſchen Syſtemen verhalten ſich gleichnahmige trigonome⸗ 
triſche tinien, die zu einerley Winkel gehören, wie die 
Halbmeſſer der Syſteme: in verſchiedenen Logarithmenſy⸗ 
ſtemen verhalten ſich die Logarithmen, welche zu einerley 
Verhaͤltniß gehören, umgekehrt wie die Maaßverhaͤltniſſe 
der Syſteme. Das Verhaͤltniß arn: 1 iſt rmahl groͤſſer, 
als das Verhaͤltniß an: 1, und vumahl groͤſſer als das 
Verhaͤltniß a: 1. Wenn nun im J. Syſtem das Verhaͤlt⸗ 
niß an;: , im II. Syſtem das Verhaͤltniß a: 1 als Maaß⸗ 
verhaͤltniß gebraucht iſt; fo iſt in L Syſtem log. (at: 1) 
Sr; und im II. Syſtem log. (an: 1) rn. Der loga⸗ 
rithme des II. Syſtems iff zmahl gröffer, als der Loga⸗ 
richme des I Syſtems, weil im II. Syſtem das Maaß⸗ 
verhaͤltniß nmahl Heiner iſt als im I. Syſtem. So geht 
es bey allen andern Meſſungen: ein Zimmer, daß 10 El⸗ 
len lang iſt, muß 20 Fuß lang befunden werden, wenn 
1 Fuß halb fo lang als 1 Elle iff. 
18. h. 
Die Logarithmen eines jeden Syſtems laſſen ſich auch 


durch geometriſche Groffen, durch linien, Flächen, wie 
man 
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man will vorſtellig machen: das ſind einem jeden, der ſonſt 
mit algebraiſchen Rechnungen umzugehen weiß, nun ſchon 
ganz bekannte Dinge. Man kann feſtſetzen, daß mit den 
8 A 1 A⁴ An | 
Verhaltniffen = * I Br’ obese Ia die 
Logarithmen a, 22, 32, 4a, .... na, zuſammen gehören 
ſollen, und nun kann a cite grade Linie, eine Flaͤche, 
ſeyn, wie man will. Sovielmahl als nun a in jedem na 


enthalten iſt, eben ſovielmahl iſt das Verhaͤltniß =~ in 


e ‚ An . 
jedem Verhaͤltniſſe = enthalten. Wenn man die Sas 


che fo vorſtellig macht, fo konnen die Logarithmen auch in 
einem ähnlichen Sinne Verhaͤltnißmaaſſe heiſſen, in 
welchem man die Kreisbogen als Winkelmaaſſe betrach⸗ 
tet. Das iſt Coteſi Sprachgebrauch in feinem in feiner 
Art claſſiſchen Werke: Harmonia menſurarum, ſiue Ana- 
lyſis et Synthefis per rationum et angulorum menſuras 
promota, poſt mortem Au€oris edita a Rob. Smith Can- 
tabrigiae 1722. Die Theorie von den Verhaͤltnißmaaſ⸗ 
fen heißt bey ihm ſehr richtig Logometria in einem aͤhnli⸗ 
chen Sinne, wie man ſonſt das Wort Cyelometria ge 
braucht. Bon ihm rühren die bekannten Kunſtgriffe in 
der Integralrechnung her, wenn man die geſuchten Inte⸗ 
grale auf die Berechnung der Logarithmen oder der Kreis⸗ 
bogen zuruͤck fuͤhret Eben dahin gehoͤrt auch das Werk 
Analyſe des meſures des rapports et des angles, ou Re- 
duktion des Integrales au logarithmes et aux ares de cer- 
cle par D. C. Walmesley, B. A a Paris, 1753. Der 
Herr Verfaſſer dieſes letztern Werkes bemerkt in der Vor⸗ 
rede, daß Coteſu Harmonia Menſurarum nicht allein ſel⸗ 
ten, ſondern auch uͤberdem nicht einem jeden tefer leicht 
verſtaͤndlich fey. Sollte aber ein d' Alembert re 

erk 
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Werk, oder wenigſtens das zu Paris ſelbſt im Jahr 
1753 ſchon ans licht getretene Walmesleyſche Werk nicht 
gekannt haben, als er die im Jahr 1761 feinen Opnfcules 
Mathematiques beygefuͤgte oben im 7. H. angeführte Ab⸗ 
handlung aufſetzte? In den Jahren 1747 und 1748, als 
H. d Alembert mit H. Euler über die Frage bon den for 
garithmen verneinter Groͤſſen den oben erwehnten Brief⸗ 
wechſel fuͤhrte, war das Werk des H. Walmesley noch 
nicht gedruckt vorhanden; Herrn Eulers Aufſatz, welchen 
H. d' Alembert eigentlich widerlegen will, iſt im Jahr 
1751 alſo ebenfalls noch früher, als jenes Werk im Druck 
erſchienen: demnach kann es wohl ſeyn, daß H. d' Alem⸗ 
bert fein Memoire zu einer Zeit aufgeſetzt hat, da ihm 
das Walmesleyſche Werk noch nicht zu Geſicht gekommen 
war. Von Cotefii Werk muß ihn doch wenigſtens etwas 
bekannt geweſen ſeyn, weil er a. a. O. 200. S. ſelbſt H. 
Cotes unter denjenigen Geometern nennt, welche die Lo⸗ 
garithmen als Verhaͤltnißmaaſſe betrachtet haben. 


19. §. 

Vielleicht hat H. d' Alembert an dieſer Stelle, wenn 
er von mehrern Geometern redet, auch H. Walmesley 
in Gedanken; er hat es aber wohl nicht der Muͤhe werth 
gehalten, auch nur ſoviel in dem einen oder dem andern 
dieſer Werke zu leſen, als noͤthig war, auch nur Cote⸗ 
ſens Sprache zu verſtehen: ſonſt kann ich mir wenigſtens 
a. a. O. 200. S. die nachſtehende Stelle gar nicht erklaͤ⸗ 
ren. Ce ſeroit une grande erreur de penſer, que les 
Logarithmes expriment les rapports; ce ſeroit, comme 


fi on difoit, que —— ou V2 = log. 2, ou en general, 
1 


que 58 la — lb. Aber wer hat das letztere jemahls be⸗ 


hauptet, und wie kann Herr d' Alembert dem Satz des 
Hrn. 
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Hrn. Cotes: die Logarithmen verhalten ſich, wie die 
mit ihnen zuſammen gehörigen Verhaͤltniſſe, einen ſol⸗ 
chen Sinn unterlegen? Wenn man behauptet, daß die 
Kreisbogen Maaße der dazu gehörigen Winkel am Mittel⸗ 
punct ſind, behauptet man damit, daß jeder Bogen dem 
dazu gehoͤrigen Winkel gleich fey? Wenn ein Winkel S1 
geſetzt wird, und der dazu gehoͤrige mit einem bekannten 
Halbmeſſer beſchriebene Bogen auch; ſo iſt die Zahl, wel⸗ 
che jeden andern Winkel aus dem für Eins angenomme⸗ 
nen Maaßwinkel ausdruͤckt, eben fo groß als die Zahl, 
welche den dazu gehörigen mit eben dem Halbmeſſer be⸗ 
ſchriebenen Bogen aus dem fuͤr Eins angenommenen 
Kreisbogen ausdruͤckt. Eben dieſen und keinen andern 
Sinn hat der Coteſiſche Satz: die Logarithmen find 
Maaße der dazu gehörigen Verhaͤltniſſe. Nimmt man 
ein Verhaͤltniß als Maaßbverhaͤltniß an, um die Grdffe 
aller uͤbrigen gegen dieſes Verhaͤltniß zu beſtimmen, und 
ſetzt man den kogarithmen des Maafiverhältniffes Sr; 
fo ift jedes andre Verhaͤltniß gegen das Maaßverhaͤltniß 
ſo groß, als der dazu gehoͤrige logarithme gegen Eins. 
. 
Wie ſoll man ſich nun die weiter folgende Stelle 
erflaren? = 5 : 
Il eft vrai que plufieurs Géometres, entr’ autres M, 
Cotes, ont regardé les Logarithmes comme la mefure 
des rapports; mais par cette expreſſion (qu on auroit 
tout aufli - bien fait de ne pas adopter) ils n’ ont appa - 
remment voulu dire autre choſe ſi non que les rap- 
ports étant &gaux, les Logarithmes font &gaux, et nul- 
lement que le Logarithme d’un rapport peut étre pris 
pour le rapport meme. f 
Der logarithme eines Verhaͤltniſſes kann in eben dem Sin: 
ne für das Verhaͤltniß ſelbſt angenommen werden, in wel⸗ 
them der aus der Spitze eines Winkels zwiſchen feinen 
u Schen⸗ 
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Schenkeln beſchriebene Kreisbogen für den Winkel ſelbſt 
angenommen werden kann. Es ſcheint, daß die fehöne 
Theorie von Zuſammenſetzung und Theilung der Verhaͤlt⸗ 
niſſe, wovon doch beym Euklides im V. Buch ro. 1 f. 
Def. und VI. Buch 5. Def. die erſten Gründe vorkommen, 
die Stifelius in feiner Arithmetica integra, wie ich es 
oben im 13. H. bemerkt habe, in groſſer Allgemeinheit ſehr 
meiſterhaft vortragt, dem H. d'Alembert wenig oder gar 
nicht bekannt geweſen fey: denn er betrachtet die Bers 
gleichung der Verhaͤltniſſe als Verhaͤltniſſe, und 
die Vergleichung ihrer Exponenten als einerley Sache. 
Das leuchtet ganz ungemein deutlich aus den nachſtehen⸗ 
den Behauptungen hervor, welche a. a. O. 200. S. gleich 
nach der vorhin angefuͤhrten Stelle folgen. b 

En effet le cas de H egalitẽ des rapports eft le feul, 
ou les logarithmes ſoient entr eux comme les rapports. 
Ainfi on peut dire, que le logarithme de £ eft a celui de 
2 comme $ %t a 3, mais on ne dira jamais, qu en tout 


autre ¢ = > =4—b:le—ld, Verſteht man durch 


+ und 5 die Quotienten, welche gefunden werden, wenn 
‘amit b, und mit 4 dividirt wird; fo iſt es allerdings 
falle, ap Wels joy: das hat aber 


weder Herr Cotes, noch ſonſt irgend ein anderer Gedme⸗ 
ter je behauptet. Wer koͤnnte wohl auf die Gedanken 
kommen, daß im briggiſchen Syſtem r: 17 1:2 fen, 
wenn 1 die Zahl 10 und 79° die Zahl 100 bedeuten foil. 
Die ganze Sache wird hoffentlich durch folgende Berra-h- 
tung in ihr völliges licht geſetzet, und die von Hrn. Cotes 
eingeführte Redensart von allem Zweifel befreyet werdon 
konnen. 


21. F. 
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Der Exponent eines Verhaͤltniſſes, oder der Quo⸗ 
tient, welcher gefunden wird, wenn man ein Glied mit 
dem andern dividirt, druͤckt keinesweges die Groͤſſe des Ver⸗ 
haͤltniſſes, ſondern vielmehr die Groͤſſe des einen Gliedes 
gegen das andere aus. Die Zahl 15 mit 3 dividirt giebt 
den Quotienten 5, und diefe Zahl 5 ift der Exponent des 
Verhaͤltniſſes 15:3, oder wie man es auch ſchreibt 17. 
Demnach iff zwar der Bruch 23 5, und 15 iſt gegen 3 
fo groß, als 5 gegen 1: aber keinesweges heißt das eben 
ſo viel, als wenn man ſagt, das Verhaͤltniß 15:3 ſey 
=5. Bekanntermaßen kann man nie angeben, wie groß 
eine Sache ſey, wenn man ſie nicht mit einer andern ver⸗ 
gleicht, die mit ihr von einerley Art iſt, und deren Groͤſ⸗ 
ſe als bekannt voraus geſetzt wird. Man kann nur ange⸗ 
ben, wie groß eine Sache gegen eine andere ſey, deren 
Groͤſſe man ſchon kennet, nicht aber, wie groß ſie fuͤr ſich 
betrachtet ſey. Die Frage, wie lang eine Elle ſey? laͤßt 
ſich nicht beantworten, wofern man nicht etwa ſagen will, 
eine Elle fey 2 Fuß, oder 24 Zoll lang; dadurch aber wird 
nicht angegeben, wie groß eine Elle fuͤr ſich betrachtet, 
ſondern wie lang fie gegen die Lange eines Fuſſes eder eines 
Zolles fey. Wer nicht weiß, wie lang ein Fuß, wie lang 
ein Zoll ſey, der iſt noch nicht befriediget, wenn man ihm 
ſagt, eine Elle fey 2 Fuß oder 24 Zoll lang; er iſt gend: 
thiget weiter zu fragen: wie lang denn ein Fuß? wie lang 
ein Zoll fey? Man mag antworten, was man will, fo 
werden aͤhnliche Fragen wiederhohlt werden, bis man zu⸗ 
letzt auf eine Sänge kommt, die der Fragende kennet, oder 
bis man ihm finnlich zeigt, wie lang diejenige Laͤnge fen, 
womit man die Vergleichung zuletzt angeſtellet hatte. Auf 
die Frage, wie groß das Verhaͤſtniß a: b fey? kann man 
eben ſo wenig antworten, wofern man nicht dieſes Ver⸗ 
haͤltniß mit einem andern bekannten vergleicht und alsdenn 
angiebt, wie groß das Verhaͤltniß arb gegen das ange⸗ 

u 2 nom⸗ 
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nommene Maaßverhaͤltniß ſey. Die Frage aber: wie 
groß a gegen be ſey? tft von der vorigen Frage ſehr unter⸗ 
ſchieden: auf dieſe letzte Frage wird die Antwort gefunden, 
wenn man a mit b dividirt. So groß als der Quotient 


6 8 5 
oder der ch ss gegen 1 iſt, ſo groß iſt a gegen b. 


Das iſt es aber gar nicht, was man wiſſen will, wenn 
gefragt wird, wie groß das Verhaͤltniß a : b fey? 
Dieſe Frage beantwortet der fogarichme des Verhaͤltniſſes: 
das Verhaͤltniß a: b iſt gegen das Maaßverhaͤltniß fo groß, 
als la — lb gegen Eins, auch ift eben fo das Verhaͤltniß 
ed gegen das Maaßverhaͤltniß fo groß, als le — Id gegen 
Eins. Aus beyden Proportionen 


das Verh. =: Maaßverh. =a—Ib: r, 
das Maaßverh.: Verh. 1 = ile —ld, 


folgt die dritte: das Verh. ＋ erp. — = la — lb: 
Ic—Id. Das heißt aber nicht ſoviel, der Exponent des 
Verh. = verhalte ſich gegen den Exponenten des Verh. 


= wie la— Ib: le — d; ſondern der Sinn iſt diefer : 


das Verh. = laſſe fich aus dem Verh. = oder aus ei⸗ 


nem Theile deſſelben, eben ſo zuſammen ſetzen, wie die 
Zahl la — Ib aus der Zahl le — Id, oder einem ähnlichen 
aliquoten Theile dieſer Zahl, zuſammen geſetzt werden 
kann. H. d' Alembert bemerkt es ſelbſt, (a. a. O. 20 1. S.) 
das Herr von Leibnitz bey Gelegenheit feines Streits mit 

f dem 


„ 
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dem Hrn. Bernoulli die Anmerkung gemacht habe, man 
muͤſſe die Brüche mit den Verhaͤltniſſen nicht ſchlechthin 
fuͤr einerley halten. Daß es hiemit feine völlige Richtig⸗ 
keit habe, beweiſet die bisherige Ausfuͤhrung, wenn gleich 
H. d Alembert hinzu ſetzet, daß er weder das Gewicht die⸗ 
fer Bemerkung einſehe, noch von ihrer Wahrheit uͤber⸗ 
zeuget ſey. “ N. je 
Re au 9M.) consent. cose yuna 
Weil es keine Logarithmen einzeln gefeßter Zahlen, 
oder einzeln geſetzter Groͤſſen giebt, ſondern allemahl der 
Logarithme des Verhaͤltniſſes dieſer Zahl oder Groͤſſe 
gegen Eins gemeint iſt; (16. §.) ſo ergiebt ſich daraus 
der eigentliche Sinn der Frage: ob der Logarithme einer 
negativen Groͤſſe, wie —a, eine mögliche Groͤſſe ſey? Bey 
allen algebraiſchen Rechnungen iſt das, was man fuͤr 
Eins annimmt, eine poſitive Groͤſſe: (III. Abhandl. 17. H.) 
alſo will man wiſſen, ob der Logarithme des Verhaͤlt⸗ 
niſſes — a: + 1 eine mögliche Groͤſſe fey? Ich will der 
Kürze wegen ſolche Verhaͤltniſſe, deren Glieder nicht ent⸗ 
gegen geſetzt find, wie Ta: Pb, oder — a: — b pofitive, 
diejenigen aber, deren Glieder einander entgegen geſetzt 
ſind, wie Pa: — b, oder — a: b, negative Verhaͤlt⸗ 
niſſe nennen, weil jene einen poſitiven, dieſe einen negati⸗ 
ven Exponenten haben. Der Umſtand, daß beyde Glie⸗ 
der des negativen Verhaͤltniſſes einander entgegen geſetzt 
ſind, bringt in den Begriff des Verhaͤltniſſes etwas hin⸗ 
ein, was nicht eigentlich hinein gehört, (III. Abhandl. 
15. H.) worauf aber bey algebraiſchen Rechnungen noth⸗ 
wendig Ruͤckſicht genommen werden muß. Wenn ſonſt 
die Zahl der Theile vorgeſchrieben iſt, jo kann man ein ger 
gebenes Ganzes nur auf einerley Art in die verlangte An⸗ 
zahl gleicher Theile eintheilen, und die Theile ſind mit dem 
Ganzen von einerley Natur. Eben das iſt auch der Fall, 
wenn man ein Verhaͤltniß theilen fol, wobey nur die 
u 3 Groͤſ⸗ 
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Groͤſſe der Glieder gegen einander, der Umſtand aber gar 
nicht in Betrachtung kommt, ob dieſe einander entgegen 
geſetzt ſind, oder nicht. Ganz anders iſt der Fall, wenn 
die Glieder des Verhaͤltniſſes als algebraiſche Groͤſſen be⸗ 
trachtet werden muͤſſen: nun iſt nicht allein IVb: + 1, 
ſondern auch = „b: r die Hälfte des Verhaͤltniſſes 
b: I, denn beyde Proportionen Fr: KV b 
Tb: b und TI: - yYb=—yYb:+b find alge⸗ 
braiſch richtig: dagegen (aft ſich das Verhaͤltniß —b:+ ı 
gar nicht in zwey mögliche Haͤlften theilen. Wenn nur 
die Groͤſſe beyder Glieder gegen einander in Betrachtung 
kommt; fo find! alle Verhoͤltniſſe als pofitiv anzuſehen, und 
alsdenn laßt ſich jedes Verhaͤltniß aus jedem andern zu⸗ 
ſammen ſetzen. Es wird naͤmlich entweder das eine Ver⸗ 
haͤltniß ganz, oder doch ein Theil deſſelben, in dem an⸗ 
dern mehrere mahl enthalten ſeyn, wenn man nemlich bey 
der Theilung jenes Verhͤͤltniſſes auch, wofern es noͤthig 
iſt, bis auf Elementarverhaͤltniſſe fort gehetzu dagegen 
kann man nicht jedes negative Verhaͤleniß aus einem poſi⸗ 
tiven, und umgekehrt nicht jedes poſitive aus einem nega⸗ 
tiven Verhaͤltniſſe zuſammen ſetzen. Die beyden Verhaͤlt⸗ 
niſſe Tb: Hr und — b'm: 4 1 find fo beſchaffen, daß 
das letztere aus dem erſten ſich gar nicht zuſammen ſetzen 
laßt, und man kann die Griffe des Verhaͤltniſſes — bn: 
Tt gegen das Verhältniß Eb: EI gewiß durch keine 
mögliche Zahl ausdruͤcken. Wäre das Verhaͤltniß (— bm: 
71): Verh. (Tb: I) NI; fo muͤßte bin; 


+ (Tb. 1)? ſeyn. Ran ſetze aber ſtatt A eine 
moͤgliche Zahl, weſche man will, ſo wird dieſer Gleichung 
nie ein Genuͤge geſchehen koͤnnen: deswegen kann * keine 
moͤgliche Zahl ſeyn. Eben ſo erhellet, daß ſich das Ver⸗ 
haͤltniß + b+: J. 1 aus dem Verhaͤltniß — b: ＋ 1 gar 
nicht zuſammen feßen laſſe. 


23. H. 


+ 
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rege . 0 
Der Exponent eines Verhaͤltniſſes beſtimmt nur die 
relative Groffe des vorhergehenden Gliedes gegen das nach⸗ 
folgende: die abſolute Groffe des erſtern wird allererſt ber 
ſtimmt, wenn auſſer dem Exponenten auch die abſolute 
Griffe des nachfolgenden Gliedes gegeben iſt. Auf eine 
ganz ähnliche Art beſtimmet der Logarithme eines Berhalt- 
niſſes die relative Groͤſſe deſſelben gegen das Maaßver⸗ 
haͤltniß. Man ſetze voraus, das nachfolgende Glied ei⸗ 
nes Berhaltniffes ſey eine gegebene unveranderliche Groͤſſe 
a, das vorhergehende Glied aber eine veraͤnderliche Groͤſſe 
x; fo wird das Verhaͤltniß xꝛa mit x zugleich wachſen oder 
abnehmen, fo lange „Na bleibt. Es kann aber nie klei⸗ 
ner werden, als es in dem Fall za iſt: denn das Ver⸗ 
haͤltniß waͤchſt von neuen, wenn „Ta wird, auf eine der 
vorigen entgegen geſetzte Art. Auch daruͤber findet man 
ſchon ſcharfſinnige Bemerkungen bey den aͤltern Algebraiz 
ſten vor Einfuͤhrung des Nahmens und des Gebrauchs 
der Logarithmen. Ein Verhaͤltniß wie a: a hieß ratio (oder 
wie Stiefel redet proportio) aequalitatis, ein Verhaͤltniß 
wie xia aber ratio majoris oder minoris inaequalitatis, 
nachdem xa oder Ta angenommen wird. Man be⸗ 
merkte dabey, daß Verhaͤltniſſe der groͤſſern und kleinern 
Ungleichheit in der Zuſammenſetzung einander vermindern, 
und wenn ſie fuͤr ſich nur in umgekehrter Ordnung gleich 
ſind, einander aufheben. Daraus ſchloß man, das Ver⸗ 
haͤltniß der Gleichheit fey die Grange. zwiſchen beyden. 
M. ſ. Stifelit Arithm. Int. Lib, I. Cap. VI. pag. 47. ver⸗ 
glichen mit pag. 52.53. An der zuletzt angeführten Stel 
le findet ſich die Bemerkung: i 


Quando proportiones ex fubtractione mutant genus, 
hoc ſignum eft, fubtrahendam proportionem fuiffe 
majorem ea, a qua fatta eft ſubtrattio. 


ua Dom 


— 
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Vom Verhältniß 821 
ſubtrahire man 16:1 


ſo iſt der Reſt 816 oder 1:2. 
Wenn ſonſt das gröffere von kleinern ſubtrahirt wird, fo 
iſt der Reſt das entgegen geſetzte deſſen, was gefunden 
wird, wenn man das kleinere vom groͤſſern ſubtrahirt. 
Hier aber würde 81 von 621 ſubtrahirt den Reſt 22 1 
geben: alſo muß 172 dem Verkältniffe 2: 1 eutgegen ger 
ſetzt ſeyn. Wenn alſo aus einem veraͤnderlichen Verhaͤlt⸗ 
niſſe das Verhältniß der Gleichheit wird, ſo muß es gar 
keine Groͤſſe mehr haben: es befindet ſich nun in der Grane 
ze zwiſchen den beyden Zuſtaͤnden, welche ſonſt bey alge⸗ 
braiſchen Rechnungen durch die Zeichen + und (—) von 
einander unter ſchieden werden. Eben daſſelbe iſt den ber 
Fannteſten Schrfäßen von den Logarithmen gemaͤß. Wenn 
wir Ir So ſetzen, “fo heißt das, es fey 101: 1) oder 
(ata) Soo, was auch a ſeyn mag. Wir ſetzen 14 
14, das heißt, es fey 11.4010: 1). 


1 24. Oy 
Wie aber, wenn das veränderliche Glied x in dem 
Verhaͤltniſſe x: a nicht allein bis auf o abnaͤhme, ſon⸗ 
dern auch in den entgegen geſetzten Zuſtand uͤbergienge: 
was ware nun 1(— x: e), oder welches einerley iſt 


Ic— = :+1)? Eine nöthige Bemerkung hieben ift dieſe, 8 
5 Ne: 


daß man ein Verhoͤltniß wie —x:+a nicht fo anſehen 
koͤnne, als waͤre es dem Verhäͤltniſſe Tx: a entgegen 
geſetzt: nur die Groͤſſe x wird der Groͤſſe a entgegen ge⸗ 
ſetzt, wenn x ein Zeichen erhält, das dem vor a befindli⸗ 
chen Zeichen entgegen geſetzt iſt. Sonſt muͤſſen entgegen 
geſetzte Groͤſſen an ſich gleichartig, und fo beſchaffen ſeyn, 
daß ſie in der Zuſammenſetzung einander vermindern, al⸗ 
fo einander aufheben, wenn fie an ſich ohne auf die Ent 

gegen⸗ 
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gegenſetzung zu ſehen, einander gleich ſind. Wenn man 
aber einerley x verjichet 
und mit dem Verhaͤltniſſe Tx: Ta 
das Verhaͤltniß — x: +a 
zuſammenſeßt; fo erhält man — Xi a', welches nie 
ein Verhaͤltniß der Gleichheit iſt, auch alsdenn nicht, wenn 
x =a waͤre. Dagegen ſind permoͤge des 23. 9. 
Tr: ta, oder auch — : — a 
Be at-+x —aim—x 
entgegen geſetzte Verhäftniffe: ihre Summe ift Pex: Tex 
=1:1, und das allemahl, wie groß auch x angenom⸗ 
men wird. 


a on Semamiten. Shik 3 “9 
Das Verhaͤltniß 2 : a' erhält man zwar nach 
der gewohnlichen Regel, und ſelbſt nach Euklids VI. Buch 
5 Erkl. ſo wie dieſe in den meiſten lateiniſchen Ueberſetzun⸗ 
gen lautet. Ratio ex rationibus componi dicitur, quando 
rationum quantitates, inter fe multiplicatae, ins fa · 
eiunt quantitatem, (aliquam rationem effecerint. ) Wenn 
man aber auf die Anwendungen Ruͤckſicht nimmt, welche&u- 
Hides ſelbſt von dieſer Erklärung macht; (VI. B. 33. Satz) 
ſo ſcheint die Ueberſetzung des H. Lorenz dem eigentlichen 
Sinne Euklids gemaͤſſer, und die gewoͤhnliche Ueberſetzung 
mehr ein Folgerungsſatz aus der Erklarung, als die Er: 
klärung ſelbſt zu ſeyn, welche nach H. Lorenz ſo lautet. 
Wenn zwey oder mehrere Verhaͤltniſſe ſo beſchaffen 
ſind, daß immer das Hinterglied einer vorhergehenden 
das Forderglied der nächftfolgenden iſt: fo ift die Ver⸗ 
haͤltniß des Fordergliedes der erſten zum Hintergliede 
der letzten aus allen dieſen Verhältniffen, oder ſolchen, 
die ihnen gleich ſind, zuſammengeſetzt. 
Nimmt man dieſe Erklärung, welche nun mit der 10 und 
11. Erkl. im V. Buch beſſer zuſammenhaͤngt, und dieſe 
beyde als beſondre Faͤlle unter ſich begreift, zum Grunde; 
fo wuͤrde man ein Verhaͤltniß aus Tx: Ta und — x: 2 
1 5 auch 
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auch zufanmenfegen, wenn man anfegte: x: 
=+a:— as: Oe erhält man die Reihe 
2.3 


1 ‘ aa 
rt; 


A x _ * 
und das Verhältniß x: — — iſt mit dem vorhin 
x 


(24 §.) gefundenen —x?: TA = 4 x7; A einerley. 
Wenn aber das x in beyden Verhäleniffen Tx: a und 
—xi-ta elnerley iſt; ſo leuchtet es aufs vollkommenſte 


ein, daß ein fo gefundenes Verhaͤltniß wie Px: — oa 
nicht als eine ratio duplicata angeſehen werden koͤnne, — 
die beyden Theile +x:ta, und * nicht als 
gebraiſc gfeche Berhiltnſſee find bas 


26. §. 


Aus eben demſelben Grunde, weil ein poſitives und 
ein negatives Verhaͤltniß nie gleich groß ſeyn können, folgt, 
daß i in einer geometriſchen Progreſſion entweder alle Ver⸗ 
Bältniffe pofitiv, oder alle Verhaͤltniſſe megatio ſeyn muͤſ⸗ 
ſen. Wollte man ein negatives fue als Maaß⸗ 
verhaͤltniß, oder welches einerley iſt, wollte man eine ne⸗ 
gative Zahl als Grundzahl eines Logarithmenſyſtems an⸗ 
nehmen, ſo wuͤrde man weder alle poſitive noch alle nega⸗ 
tive Beräftniffe damit vergleichen koͤnnen. Mit dem 
Verhaͤltniſſe — 16: ＋ 1 laßt ſich weder ＋E4: 1 noch 
— 4: +. I vergleichen, weder das eine noch das andre iſt 
die Hälfte des Maaßverhaͤltniſſes — 16: 1. Wenn 
die Grund zahl des Syſtems, oder das Maaßverhaͤltniß 


poſitiv iſt, ſo kann man zwar alle pofitive Wergzlnſe⸗ 
aber 
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aber nicht alle negative Verhaͤltniſſe damit vergleichen. 
Soll Tb: 1 das Maaßverhaͤltniß ſeyn, ſo kann man 


jedes andre pofitive Berhaltnif x: 2 (+ b) a re 1, 


ober welches einerleh iſt die Zahl IA by a ſehen. 
Nun mag n eine grade oder eine ungrade Zahl feyn ſo 
: m Hedge! 145 5 


1 


0 N 


hat doch (+ b) n allemahl einen möglichen poſitiven Werth, 
fi HD 8 Au i, Ya IN} Fiir in Th 47 


und wenn dieſer gewaͤhlt wird, ſo ift auch (+ bj a pofitiv, 
m 


Dagegen kaun man det Gleichung Hy = CHB) 5 nie 


ein Gentige leiſten, wenn n eine ungrade Zahl iſ tt. 


CCC E 
Es bleibe nun bey der Porausſetzung, daß die Grund⸗ 
zahl des Syſtems b poſitiv angenommen fen, wie denn auch 
dieſe Vorausſetung bey den benden bekannteſten Syſtemen, 
beym natürlichen und Briggiſchen Syſtem, und übers 
haupt bey jedem Syſtem zum Grunde liegt, welches vom 
naturlichen Soſtem nach einem moglichen beſtaͤndigen Mo⸗ 
dulus abhangt. Hiemit iſt alſo das Maaßverhaͤltniß 
Tb: 1 gegeben, zugleich ſind alle andre Verhaͤltniſſe 
gegeben, die aus dem Verhaͤltniſſe br nach einem gan⸗ 
zen Erponenten, oder auch nach einem ſolchen gebroche⸗ 
nen Exponenten zuſammengeſetzt werden koͤnnen, deſſen 
Menner eine ungrade Zahl iſt: und dieſe ſind nun insge⸗ 
ſammt pofitive Verhaͤltniſſe. Nur alsdenn, wenn der 
Nenner des gebrochenen Exponenten eine grade Zahl iſt, 
tritt die Zweydeutigkeit der algebraiſchen Wurzelgroͤſſen 
ein, und es iſt nicht gleichguͤltig, welche von beyden Wur⸗ 
zeln man in das Syſtem bringen will. Es ſey n eine gra⸗ 


* 
de Zahl und ba = Ta. Wenn nun Ia p iſt, fo 
iſt 
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iſt noch nicht beſtimmt, ob IP agp, oder 1—a—2p 
ſeyn ſoll, denn es iſt fo gut Ea: ＋ x als auch — a: IT 
die algebraiſche Hälfte des Verhaͤltniſſes Ear: ＋ 1. Ge 
de von dieſen beyden Vorausſetzungen beſtimmt ein eige⸗ 
nes Logarithmenſyſtem, welches von demjenigen verſchieden 
iſt, das die andre Vorausſetzung beſtimmt: denn es iſt 
eine feſtſtehende Grundregel, daß in einerley Syſtem nur 
gleiche Verhaͤltniſſe gleiche logarithmen haben. Die Ver: 
haͤltniſſe Ta: E- und —as-+ 1 find ungleich, alſo muͤſ⸗ 
ſen in einerley Syſtem ihre Logarithmen ungleich ſeyn. 
2 he 8 2 285 H. Ang eee Gi 
In einem und eben demſelben Syſtem können die 
Logarithmen einer poſitiden, und der ihr entgegen ge⸗ 
ſetzten ſonſt aber eben ſo groſſen negativen Zahl nicht 
beyde zugleich möglich ſeyn. Es fey ITX:I— X I: N, 
ſo muß I xn Ix, mithin ferner r (9 
ſeyn. Es giebt aber keine mögliche Zahl, die man anſtatt 
A ſetzen koͤnnte, um beyde Glieder dieſer Gleichung einan⸗ 
der gleich zu machen: demnach iſt A eine unmoͤgliche Zahl, 
und eben darum auch! — X N. IX, wenn 1 ＋ x eine 
mögliche Zahl iſt. Waͤte dagegen 1 — eine mögliche 
Zahl, fo würde in demſelben Syſtem I — wand 
eine unmdgliche Zahl ſehn. Nen 
Hiemit wird es alſo aufs vollkommenſte beſtaͤttiget, 
daß die beyden Vorausſetzungen Ia p, und I—a 


=FP (27. F.) zwey von einander ganz verſchiedene foga- 
rithmen ſyſteme geben muͤſſen. Man nehme ITargzp, 


fo ift 
das 1. Syſtem 
die Zahlen 


1 Ta T T 4 4 
die 
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g ö die Logarithmen it 
0 =P. p =P 2p 29 
Setzt man dagegen ! ap, fo iſt 
das 2. Sy ſt e m 
die Zahlen 


1 ug +? — Ta“ — 2 
die Logarithmen 
o 28 P 3P 2p 29 


Im 2. Syſtem find 1— a, 1— a, und überhaupt 
1— amg mögliche Zahlen, aber die Logarithmen eben die⸗ 
ſer Zahlen ſind im 1. Syſtem unmoͤglich: dagegen ſind 
im 2. Syſtem I— a“, 1— a4, und überhaupt 1 — alm 
unmoͤglich. Wenn alſo gleich in einem gewiſſen Syſtem 
mehrere negative Zahlen mögliche Logarithmen haben fon: 
nen; fo folgt daraus noch nicht, daß die logarithmen al 
ler negativen Zahlen in eben dieſem Syſtem moͤglich ſind. 


29. H. 

Man weiß, daß viele ſonſt allgemeine lehren, wel 
che die Vergleichung der Groͤſſen nur als Groͤſſen be⸗ 
trachtet angehen, nicht mehr ohne alle Einſchraͤnkung ih⸗ 
re Anwendung finden koͤnnen, wenn der Unterſchied poſi⸗ 
tiver und negativer Groͤſſen in Betrachtung gezogen were 
den muß. Dieſerwegen wuͤrde man auch die ſonſt allges 
mein richtigen lehren von ſolchen Logarithmen, die zu ver: 
ſchiedenen Syſtemen gehoͤren, bey Vergleichung zweyer 
Syſteme von der Art, wie fie im 28. $. find betrachtet 
worden, nicht mehr anwenden koͤnnen. Wenn ſonſt in 
verſchiedenen Syſtemen die zu einerley Zahl gehörigen lo⸗ 
garithmen durchgaͤngig ungleich ſind, ſo ſind ſie es bey 
Syſtemen, wie die im 28. $. betrachteten waren, nicht 
durchgaͤngig. Die Zahlen a“, at, und überhaupt aim 
haben einerley Logarithmen: Sonſt haͤngen die fogarich- 

; men 
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men verſchiedener Syſteme nach einem beſtaͤndigen Mo- 
dulo von einander ab, und ſolche Logarithmen, die zu ei: 
nerley Zahl gehören, verhalten ſich in verſchiedenen Syſte⸗ 
men, wie die Moduli: das hat den Grund, weil das 
Maaßverhaͤltniß nur auf einerley Art in zwo Hälften, in 
vier Viertel, u. |. f. eingetheilet werden kann, wenn an 
die negativen Verhaͤltniſſe gar nicht gedacht wird. Wenn 
daher ein anderes Verhaͤltniß, als vorher, fiir die Hälfte, 
den vierten Theil, u. ſ. f. des Ganzen genommen wird; 
ſo muß auch nothwendig das jetzige Ganze ein anders als 
das Vorige ſeyn. Iſt vorher la? S geweſen, fo war 
lad = 1: nimmt man anſtatt deſſen la S4, fo wird la? 
=. Man kann keine Aenderung von dieſer Art vor⸗ 
nehmen, ohne zugleich die Grundzahl, und hiemit die to- 
garithmen aller übrigen Zahlen zu ändern. Wenn man 
dagegen anſtatt der erſten Vorausſetzung I Pa za die 
zweyte ! — a = annimmt; fo bleibt das Ganze eben dafz 
ſelbe, und es ändern ſich nicht von allen Zahlen die loga⸗ 
rithmen. 


30. $, X 
Wenn es feſtgeſetzt ijt, wie groß die Grundzahl b 
x 
des Syſtems ſeyn ſoll; fo koͤnnte man zuerſt bu ſuchen, 
m 
und hiernaͤchſt die Zahlen bn, indem man nach und nach 


mea, meg, m=4, u. ſ. f. feste: mit den Zahlen 
1 x 3 4 m 


ba, ba, ba, ba, ... bea, würden alsdenn die fogae 

Ä 1 m 

rithmen —, —, ER 4, ., zuſammen gehoͤ⸗ 
n n n “A a 


ren. Waͤhlte man für n eine ungrade Zahl, fo koͤnnte 
gar keine Zweydeutigkeit eintreten, alle fo gefundenen Zah 
m 


len bea wuͤrden pofiti ſeyn, weil b poſitiw angenommen 
iſt, 
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iſt, und die Logarithmen aller ihnen entgegen geſetzten ne⸗ 
gativen Zahlen würden unmöglich ſeyn. (28. 9) Anſtatt 

zZ 
deſſen, daß man bu aus b ſucht, kann man auch umge⸗ 
I 
kehrt bu willkuͤhrlich annehmen, und daraus b ſuchen. 
Weil dieſe erſte Beſtimmung völlig willkuͤhrlich ift, fo 
> : x 
kann man für ba eine Rationalzahl annehmen, und ba 


221 — feßen, da dann b= (14 0e ſeyn muß: al⸗ 
=ı+t 7 
ſo b ITI 


Je gröffer man n annimmt, deſto näher kommt pn der » 
Graͤnze 1, und zugleich b der Graͤnze 2 AP 2 
+... 2, 718281. ... Wird dieſe Graͤnze —ß 
geſetzt, fo weiß man, daß 8 die Grundzahl des natuͤrli⸗ 
chen Logarithmenſyſtems fen. i 


n. n 1 n. u -I. n — 2 


— —— 1. 


2. n⸗ 2. 3. 5 


31. 5. 
na 
, Ure 1 
Aus der Gleichung ben hat man x (Ih), 
n 
alfo ' 
1 m. m- 1 1, m. m1. m—2 1 
s=ı+m.—+ — tt — —.— 
n 1. 2 n 1.2. 3 ns 
m. m 1. m 2. m 3 I 
+— P T. 
1. 2. 3.4 nt 


und zugleich ift = —. Aus der Gleichung x= 
me 


1 R an I I 
(1+ * erhält man ferner xn 1 rt alſo = 


fam N 
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* 3 

xm—1, mithin k=. oy es Zoe 1). Weil nun 8 
1277575 Mi 

alg die Grange des Merthes b die ceed ſeyn ſoll, 

fo muß für x die Graͤnze der Reihe 14 w.. EN, 


I, 5 
+ sess Und für Ix die Graͤnze des Werthes — — ge⸗ 
n - n. 


nommen werden. Es ſey alſo die Graͤnze — ſo er⸗ 
i 0 5 n 
haͤlt man N 
2 3 4 . 
; <5 I +y+ tat or te 90. 


T. 2. 3 1.2 3.4 
Um auch umgekehrt y zu finden, wenn x gegeben iſt, 


feße man x = 1 + 2, fo erhält man m(x™—1) = 
+... 


3 
und die Graͤnze dieſer Reihe ift das gefuchte y, mithin 
TY 2— 32 ＋ 12 — 42 IS... 


32. F. 
Dieſe Rechnung gruͤndet ſich ſchlechthin auf die Vor⸗ 
bi I 
ausſetzung, daß mer + —=b allemahl poſitiv blei⸗ 


ben muͤſſe „wenn auch m ober n eine grade Zahl vorſtel⸗ 
len ſollte. Heberbemn fell +1 und nicht — ı die Graͤnze 


bender Werthe zu und pa ſeyn, und hiemit wird zugleich 
feſtgeſetzt, daß jede Zahl x( 1 a womit der for 
n 


m x 5 
garithme y= — = m (su 1) zuſammengehoͤrt, eine 
1 n 


poſi⸗ 


der verneinten und unmoͤglichen Groͤſſen. 321 


boſitive Zahl fey. Unter der Graͤnze des Werths = 
(14 m find alle mögliche pofitive Zahlen begriffen, 
n 2 x 


weil auch — negativ ſeyn kann; alſo findet man vermit⸗ 
n 


telft diefer Rechnung für jede mögliche pofitive Zahl einen 
möglichen Logarithmen, der die Grange des Werthes 


m (. — 1) iſt. Daraus ergiebt ſich die fernere Folge, 
daß im natürlichen Logarithmenſyſtem gar keine negatis 
ve Zahl einen moͤglichen Logarithmen haden koͤnne. 
(28. $.) Demnach giebt es auch im Briggiſchen, und 
uͤberhaupt in jedem andern Syſtem, welches vom natire 
lichen nach einem möglichen beftandigen Modulus abhängt, 
für negative Zahlen keine mögliche Logarithmen. 


33. 9 Nele 0 

Die Manniafaltigkeit der algebraiſchen Wurzelgrböſ⸗ 

ſen hat indeſſen doch noch auf eine andre Art auf ſolche al⸗ 
gebraiſche Rechnungen Einfluß, tooben logarithmiſche 


Functionen vorkommen. Jede Wurzelgroͤſſe, wie zum 
hat eigentlich m algebraiſche Werthe, obgleich nie mehr 
als zwey moͤgliche, vielleicht nur einen moͤglichen Werth, 
nachdem m eine grade, oder eine ungrade Zahl vorſtellet. 


Nun war Ix—=m(x™— 1), (3. F.) alſo muß es für lx 
überhaupt betrachtet m algebraifche Werthe geben, wenn 
gleich vielleicht unter allen dieſen Werthen nur einer, viel⸗ 
leicht bey gewiſſen Vorausſetzungen gar keiner möglich iſt. 
Weil jedoch im 27 . ſchon bewieſen iſt, daß zwey von 
einander ganz verſchiedene kogarithmenſyſteme beſtimmt 
werden, nachdem bu xm (31. 32. G.) eine poſitive, oder 
eine negative Wurzel vorſtellen ſoll; fo wuͤrde man auch 
nicht das natuͤrliche, ſondern ue vom natürlichen ganz 

: ver⸗ 
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he garen ofen Anden wenn man base 
pI — — ~ feßen und für x die Graͤnze des Wer 


thea ( 1 . annehmen wollte. So lange m und 


n beſtimmte a Zahlen find, würden dieſe Werthe wech⸗ 
ſelsweiſe negativ und poſitiv ſeyn, wenn die Zahlen x, 2, 3, 
u. f. w. nach der Ordnung anſtatt in geſetzt würden: alſd 
wiirde auch die Grange dieſes Werthes weder jede pofitive 
noch jede negative Zahl vorſtellen können. Es ſoll aber 
x alle moͤgliche pofit itive Zahlen vorſtellen; der Vorausſe⸗ 


Gung gemäß fol yk, und wenn die or 
m 

des Werthes — verſtanden wird, ſoll 5288 2 Ay 

ſeyn. Wenn aff x um die Differenz dx waͤchſt, fo muß 

x 


das x ＋ dx = Aytdy geben, und es foll allemabl re 


= = ti + bleiben. Weil nun Pia u. 
7 


m x 
Ba Ba Bn ſeyn muß, fr ift is =, und es a 
By=ß=ı += bleiben, alſo allemahl die Gänze 
* ＋ dx 


x 


dieſes Werthes =r, Wollte man = Ady 


ee re, , alſo auch die range . en 


=I annehmen, fo ware die Graͤnze dieſes Verhalenlſ⸗ 
ſes 
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ſes kein Verhältniß der Gleichheit, und das waͤre dem 
ſonſt bekannten Begriff einer vetaͤnderlichen Groͤſſe, die 
ſich nach dem Geſetz der Stetigkeit aͤndern ſoll, ganz zu⸗ 
wider. Ta it 15 1 * 
: 8 
Jede unmögliche Zahl iſt unter der allgemeinen Form 
aA BY— enthalten; (Anfangsgr. der Math. Anal. 
IX. Abſchu. 2 3 1. H. 2. Zuſ.) auch kann eben dieſe Formul 
jede Zahl überhaupt vorſtellen, weil man =o feßen 
kann, da dann & eine mögliche Zahl vorſtellet. Wird 
ferner ee. eoſ. O, e ſin © geſetzt, fo hat man auch 
„ VI Se (co P+ fin OY -t), und jene 
beyden Gleichungen geben -= =e, fin, P= a 
eo. Aus der Glei⸗ 
VA I. 23) Vils, 1 
chung KY e col. + fin. G. / — 1) findet 
m . LES zZ z 
man ferner of (e+ Bf = 1) en (ef; BEN m 
* 1) (Anfangsgr. der Math. Anal. IX. Abſchn. 25 1. §) 
gaia eet ca ee Te 
da dann em nur die mogliche Wut zel der Ordnung m aus 
e vorſtellet. Anſtatt G kaun man hiernächft in diefe Glei⸗ 
chung einen jeden Bogen ſetzen, der init dem Sinus 
und ne is Guta 
d (laha N 
mengehöͤrk;? fo erhalt man alle moͤgliche und unmoͤgliche 
Werthe def Wurzelgroͤſſe TC EV ı) 
Soll man auf Biete WE alle Wurzen ber Sröniid 
m aus einer möglichen Gröͤſſe a finden; ſo nehme man an, 
daß R uberhaupt jede dieſer Wutzeln bezeichne, und ſetze 
B O. 2 Allg 
%ä 4. Wenn 


324 Iv. Von den Logarithmen 


. Wenn nun 4 poſitiv iſt, ſo erhalt man fin. O 
= Oy col. OE T, c . Aber mit fin. OS o und 
ol, Q e gehören, die Bogen e n r. 


..... ak zuſammen: mithin erhält man Ran 
oe, aka fia, 2K oe 

fonts cake 94-9 0a 

2. Wenn e negativ ift, und P So bleibt, fo bleibt 
zwar fin. O, aber man erhält col. O = 1, e . 
Weil nun mit fin. Oo und eoſ. G = die Bogen 
r 3%, 5h, Jr, ., (2 K T 1) h, zuſammen gehören; 


fo findet man R= am (cof, a % + fin, milks 


Tv. 


; gts m 
-). Man kann in beyden Fällen dem unmoͤglichen 
Theil der Formul ſowohl T als auch (—) voranſetzen, 
weil beydes der zum Grunde gelegten Gleichung & PY 
Se (coſ. O ſin. O. i) ein Genuͤge leiſtet, wenn B 


5 TE Re 
Mun ſey a eine gegebene pofitive Zahl, und! ihr na⸗ 
tuͤrlicher möglichen: fogarichme, e aber die Grundzahl des 
natürlichen Syſtems, fo hat man a = el. Ferner wird 


a 1 
I=m(a™=2)) (1. §) alfı sed am.— 1, und am 


1 4. l itt ber doftrivembgliche Werth von a. Nimmt 
. m ' iy Pr 6 
man dagegen lasxp+qVert an, fo giebt das a 
er abzukuͤrzen ſetze man über 1 
f, und R bezeichne überhaupt jeden Werth 975 ſo iſt 
R=1+ 5 (Eben der Werth iſt auch Sen, und 
2 


' xt 
g em 


— 
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et p 
2 i 


Eu “ES m 
em (en) m= (rf =" Ast 1 am 


(i+ I wenn . — — die poſttbe ag che Wurzel 


der Dien m von e ip. Wenn dieſe Werthe in der 
allgemeinen Formul des 33. 4. n. I. gebraucht werden, wo 


anſtatt & ahs a, alfo prem 405 hier 1 + * und an⸗ 
ſtatt R hier t+ & He werden e 
i+ A ef 9 dee = nf 


und für K ſetzt man na a o er 

Wäre nun 2 eine er beftintinter 6 Ba 11 8 
man, um alle Wurzeln zu erhalten bis auf ka m forts 
geben sate und das würde die zweyte moͤglie e Wur⸗ 
zel — (r+ = geben, Wenn aber mm üher alle Grän 


zen wachſen fol, fo muß ſich die Formul dif beyden Sei⸗ 
ten der Graͤnze 1 nähern; deßwegen kann die Zahl. k nie 


ſo groß genommen werden, daß die Grange — einen end⸗ 
m 

lichen i erhielte, mithin wird dadurch die Wurzel 

— 064 = ganz ausgeſchloſſen. Dle gefundene Glei⸗ 


; 12 1 
chung giebt — = 1 ＋ —9) (eo. a 
m m : m 


; k 

(fin, —.— ve)=ı;f=(i+ a (m coſ . abe 
m 5 5 

* 3 Im fin, 


+ m fin, an 12% e ee fe 


1015 
Tse 22 EM eo Ge 
I 20 m 
Ale 
ner best NT fon, = =a (ine, 
m m 
und: das giebt EI (eof = ai pie fr) 


Ka FT: 1 — am e Wird nun 


— — Fi 


für: m die Grone ¢ 8 defekt, fo hat man cof, — 


4% 47% 


mtn 28 - = ake, in fin. mainte? un und es wird 
£ e. 1 gefunden, 2 
36, OF. 

Man ſetze auch —a= Ra Le 5 ober, [a 
PLAY a fo bat man fem (( en 1) 
(30. §) affo + — =(— a)", Nun kann man die all 
gemeine Formul des 33: 8. n. 2 anwenden, — man muß 


1 
ſtatt & hier wiederum a, 5 — am hier an =I-—, 
=, 


und anſtatt R bier 1-} 8 ſehen: aſſo erhalt man + At 
a 3 = (1+ 
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Oke (2k+ 1) N 


1 
" m m 5 m ‘ 
und daraus ferner, wenn man eben die Art zu ſchlieſſen, 
wie im vor. . anwendet, =I ( zk ＋ 1) 1 = 
Der Buchſtab k bezeichnet auch hier jede noch zu beſtim⸗ 
mende ganze Zahl, die o mit eingeſchloſſen. 
Vergleicht man nun die Formul 
_feltakoy 1, (35.90 
mit der hier gefundenen De 
+Daf—13 


f=1+(3k 
fo erhellet, daß auch die allgemeinſte algebraifche Rech⸗ 
nung dasjenige beftattige, was oben im 32. H. auf andre 
Art ſchon iſt bewieſen worden. Fuͤr die pofitive Zahl +a 
giebt die erſte Formul einen, nicht mehrere mögliche fogas 
rithmen; nur k o giebt fl, alle andre für K geſetzte 
Zahlen geben was unmögliches. Fuͤr die negative Zahl 
a giebt die zweyte Formul gar keinen möglichen Loga⸗ 
rithmen, es mag k So geſetzt, oder jede andre Zahl, 
welche man will, für k angenommen werden. Im natuͤr⸗ 
lichen Syſtem haben demnach alle poſitive Zahlen einen 
möglichen logarithmen: die negativen Zahlen aber haben 
gar keinen möglichen fogarithmen. Wenn a Se iſt, fo 
hat man 1 1, und für Fe wird f= 1 4. aka Y— 1 


demnach find die unmöglichen Werthe der Graͤnze en 
1 


S(Chhe insgeſammt unter ber Gornnul -T) eae 
n 


enthalten. Das Syſtem bleibt unverändert, fo lange 
16 ＋ Daa — bleibt. Setzt man die Graͤnze - 
n a 


Sy, miei ze. g., ſo it r =~, und ice + ne 
X 4 =y; 
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ER =f 
=y, alſo auch * =f, und die Graͤnze 


f 
(i+ 2 kann jede gegebene Zahl vorſtellen, der Man⸗ 
nigfaltigkeit der Werthe £ ungeachtet. 5 


37. b. 

Wenn eine mathematiſche Theorie auf ganz deutlich 
einleuchtenden und ſichern Gruͤnden beruhet, und wenn 
ſich bey dem allen doch Schriftſteller finden, welche ſolche 
Behauptungen vortragen, die mit der Theorie nicht beſte⸗ 
hen koͤnnen; fo darf man wohl ziemlich zuverſichtlich be⸗ 
haupten, daß fehlſame, oder fehlſam angewandte, oder 
wenigſtens mißverſtandene Grundbegriffe, vielleicht miß⸗ 
verſtandene oder fehlſam angewandte Rechnungsregeln auf 
fehlſame Schlußfolgen muͤſſen geleitet haben. Ein merk 
wuͤrdiges Beyſpiel davon gaben die ehemahligen Behaup⸗ 
tungen des H. Kuͤhn, nach welchen die Wurzeln grader 
Exponenten aus negativen Groͤſſen keine unmoͤgliche ſon⸗ 
dern mögliche Griffen ſeyn ſollten, die H. Kühn durch 
geometriſche Conftructionen darſtellen wollte. (M. ſ. die 
vorſtehende III. Abhandlung 56. u. f. H.) Die Behaup⸗ 
tungen der Herrn Bernoulli und d' Alembert find den 
Kuͤhnſchen Behauptungen ſehr ähnlich; es ſoll 1— a etz 
was moͤgliches ſeyn, ob man gleich eben ſo beweiſen kann, 
daß es etwas unmoͤgliches fey, wie man ſich davon verſi⸗ 
chert, daß Y—a? feine mogliche alaebraiiche Zahl fen, 
Waͤre /— a y, fo muͤſte yy =—a’ ſeyn: weil 
man aber keine mögliche Zahl anſtatt y ſetzen kann, tel: 
che dieſer Gleichung ein Genuͤge leiſtet; fo muß y was un⸗ 
mögliches ſeyn. Auf eine völlig ähnfiche Art erhellet, daß 
1—a nichts moͤgliches ſeyn konne: (28. H.) es läßt fich 
daher faſt gar nicht erklaͤren, wie die Meinungen daruͤber 
fo ſehr haben getheilt ſeyn koͤnnen. Wenigſtens leitet 5 

au 
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auf einen ſehr gegruͤndeten Verdacht, daß man die eigent⸗ 
liche Streitfrage bald in dieſem bald in jenem Sinne muͤſ⸗ 
fe genommen haben. Weil H. d' Alembert in feiner oben 
im 7. H. ſchon angeführten Abhandlung auſſer den ihm 
eigenen Gruͤnden auch diejenigen, um ſeine Behauptun⸗ 
gen zu beſtaͤttigen, wieder anwendet, welche H. Bernoulli 
gebraucht hatte; ſo werde ich bey der Beurtheilung dieſer 
Gründe der gegenſeitigen Meinung am beſten der Ord⸗ 
nung, in welcher fie vom H. d' Alembert vorgetragen find, 
folgen koͤnnen. 


a 38 §. 

Zuerſt findet man beym H. d' Alembert (a. a. O. 
183. 184. S.) eine allgemeine Betrachtung, die er zwar 
fuͤr keinen eigentlichen Beweis ausgiebt, die aber dennoch 
dazu dienen ſoll, ſeine Meinung einigermaaſſen wahrſchein⸗ 
lich zu machen: ſie iſt dieſe. Wenn eine algebraiſche 
Function von y ift, und zwar fo, daß jedem Werth von 
y nur ein Werth von zugehoͤrt, fo muß in dieſer Gunz 
etion die Groͤſſe y unter keinem Wurzelzeichen enthalten 
ſeyn, das einen geraden Exponenten hat: alsdenn aber 
wird x nicht unmoͤglich, wenn y negativ iff. Nun fey 
x ly, fo fest man nach Leibnitzens lehre voraus, jedem 
y gehöre nur ein Werth von x zu: es fey aber x = oo für 
yzo, sm © firy=o, und x werde unmöglich, 
wenn y negativ wird. Man könne zwar von der Beſchaf⸗ 
fenheit algebraiſcher Funetionen auf die Beſchaffenheit der 
tranſcendenten nicht ſchlechthin ſchlieſſen: allein es ſey 
doch viel natuͤrlicher, bey der Aehnlichkeit zu bleiben, und 
anzunehmen, daß wenn y negativ fey, auch x moͤglich 
3 und negativ abnehme, fo daß bende Reihen dieſe 
werden. 
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Eine folche Art zu ſchlieſſen kann niemand, der im 
algebraiſchen Rechnungen geuͤbt iſt, gelten laſſen: man 
muß es aus der Natur der Funetion beurtheiſen, wie fich 
ihre Werthe ändern muͤſſen, wenn die veraͤnderliche Groͤſ⸗ 
fe, wovon fie abhängt, aus dem poſitiven in den negati— 
ven Zuſtand, oder umgekehrt übergeht, nicht nach ganz 
unbeſtimmten Vermuthungen, wie es vielleicht ſeyn 
konnte. a 


Geſetzt auch, daß man dieſe Aehnlichkeit beyzubehal⸗ 
ten berechtiget waͤre, ſo wuͤrde doch das gar nicht folgen, 
was Herr d Alembert daraus ſchlieſſen will, daß es nem⸗ 
lich wahr ſcheinlich fey, man muͤſſe Pa — a nehmen: 
man koͤnnte eben fo gut auch daraus ſchlieſſen, daß 1— a 
Is genommen werden muͤſſe. Es iſt bekannt, 
wenn eine veraͤnderliche Groͤſſe pofitiv genommen bis zu 
+ oo waͤchſt, und ihre folgenden Werthe möglich. blei⸗ 
ben, daß dieſe nicht nothwendig pofitiv find, ſondern ne⸗ 
gativ ſeyn koͤnnen; auch umgekehrt, wenn dieſe Groͤſſe 
negativ genommen bis zu — os waͤchſt, daß ihre folgen⸗ 
den Werthe, wenn ſie moͤglich bleiben, nicht nothwendig 
negativ bleiben, ſondern auch pofitiv werden koͤnnen. Die 
Reihen konnten demnach auch fo ausſehen; 
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N 39. g. 

Auch bey einer nur vorlaͤufigen Ueberſicht der von 
beyden Seiten bey dieſer Unterſuchung gebrauchten Gruͤn⸗ 
de und Gegengruͤnde nimmt man ſehr bald wahr, daß 
man wenig oder gar nicht Bedacht darauf genommen ha⸗ 
be, den eigentlichen Sinn der Streitfrage (ſtatum con- 
trouerfiae) genau feſtzuſetzen. Mehrere Zweydeutigkeiten 
der Frage: Ob die Logarithmen verneinter Groͤſſen moͤg⸗ 
lich ſind? hat man gar nicht bemerkt, weil man nicht dar⸗ 
an gedacht hat, daß der logarichme einer Zahl eigentlich 
der Sogatithme des Verhaͤltniſſes dieſer Zahl zu Eins fey. 
Selbſt alsdenn, wenn die Frage ſo vorgelegt wird: ob 
der Logarithme des Verhaͤltniſſes einer negativen Zahl 
zu Eins möglich ſey? kann man alsdann allererſt be⸗ 
ſtimmt antworten, wenn zugleich feſtgeſetzt iſt, ob die 
poſitive oder negative Einheit verſtanden werden ſolle. 
Die Logarithmen der Verhaͤltniſſe negativer Zahlen 
zur negativen Einheit ſind von den Logarithmen der 
Verhaͤltniſſe der entgegen geſetzten poſitiven Zahlen zur 
entgegen geſetzten pofitiven Einheit gar nicht verſchieden: 
demnach find allerdings die logarithmen jener Verhaͤltniſſe 
eben fo gut möglich als die Logarithmen dieſer Verhaͤltniſſe. 
Die Gruͤnde, welche die Herren Bernoulli und d' Alem: 
bert fuͤr ihre Behauptung anfuͤhren, ſind zum Theil ſo 
beſchaffen, daß ſie nichts anders als eben dieſes beweiſen 
konnen; gleich der erſte Beweis des Herrn d' Alembert 
(a. a. O. 185. Seite) gehört hieher. 

En effet 10, puisque les logarithmes repondans & 
une progreſſion de nombres quelconque font arbitraires, 
qui peut empecher de ſuppoſer, que les deux pro- 
greſſions 

—1—2— 3 — 4 ete. 

ig 2 erg, 
confiderées comme des progreflions differentes et indepen- 
dantes I une de autre ont les memes logarithmes o, p, 
q, ete. 


Er 
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j ete eat das fo i ier: 1 tc Zur a 0 
7 HE 


= p = lo. rat, 
+3 


en log. rat. — = q= log. rat: * ete. fo 


hindert nicht nur ‘alan dieſe Vorausſetzung Bein od 
ſondern es ift auch ſogar nothwendig derſelben beyzupflich⸗ 
ten. Weil uͤberhaupt — n: — 1 +n:+1, ſo iſt 
og. (atte 1) log. (Kn: 10% das beißt der lo⸗ 
garn des Verhäfcnifies einer negativen Zahl zur nega⸗ 
tiven Einheit iff vollig einerley mit dem logarithmen des 
Verhaͤltniſſes eben der Zahl poſitiv genommen zur poſiti⸗ 
ven Einheit. Man ſetzt aber bey allen algebraischen Rech⸗ 
nungen eine pofitive Einheit zum Grunde, und man darf 
dieſe Borausſetzung nie andern: (III. Abhandl. 17. §.) 
wenn alſo vom logarithmen einer negativen Zahl: die Frage 
iſt; fo muß der logarithme des Verhältniffes der negativen 
Zahl zut poſi tiven Einheit verſtanden werden. Der Ex⸗ 
ponent des Verhaͤltniſſes det negativen Zahl zut negativen 
Einheit iſt ja auch keine negative Read or poſitive Zahl: 


betta nl 4 fosiel als 0 rat. und über 


log. rat, pt log. rat. 


i253 "4 —1 


hause ER ſoviel als 15 ra. Sit bieſem Sinn 


find i im ndtsclichen Syſtem, and i allen übrigen, wel⸗ 
che nach einem beſtaͤndigen möglichen Modulus davon abe 
si die Logarithmen N Zahlen unmoglich. 


(32. $.) Er 1 
i 46. $: 
Der zweyte Beweis, womit Hert d'Akembert Feine 
wei zu beſtaͤtigen ſucht, iſt ein merkwuͤrdiges 1 5 
pie 
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ſpiel dabon, wie ſeht fehlſam algebraiſche Rechnungen an⸗ 
gewandt werden koͤnnen, wenn man auf die Einſchraͤn⸗ 
kungen gewiſſer ſonſt richtiger Grundſuͤtze nicht Ruͤckficht 
nimmt, welche die Einführung der negativen Zahlen noth⸗ 
wendig gemacht hat. (III. Abhandl. 15.4.) Der Beweis 
iſt dieſer. Aus der Gleichung (— t) = (41) folgt 
2 log. 1 2 log. 1, alſo auch log. 1 log. hr 
‘=o. Wenn aber log. 1 S0 iſt, fo hat man ferner 
dog. — a log. (ar 1) log. -a ＋log.— 12 
log. Pa. Hr. Bernoulli ſchließt eben fo: weil (a)? 
==(+a) iſt, fo folgt daraus, es fry al—ama2l+a, 
mithin ferner! — a Ia. Herr d'Alembert meinet 
zwar, daß dleſer Beweis untviderleglich fey: allein feine 
eigenen Grundſaͤtze widerlegen ihn. Man erinnere ſich 
oben aus den 12. f. der Behauptung, daß die Gleichung 
by= (a — ) eigentlich eine falſche Gleichung ſey, wenn 
xa tft, und daß die wahre Gleichung dieſe ſey by = 
@—a)': wenn das richtig iſt, fo muß auch may’ 
(Ta) eigentlich eine falfche Gleichung, die wahre Glei⸗ 
chung aber dieſe feyn (Pa) (pay, und daraus folgt 
weiter nichts, als es ſey I Pa Ita. Dieſe Bemer: 
kung ſoll nur darauf aufmerkſam machen, wie wenig das 
Syſtem des Herrn d Alembert mit ſich ſelbſt zuſammen⸗ 
haͤngt: ſonſt iſt die Gleichung are (-) völlig af 
gebraiſch richtig, man muß nur die ſonſt bekannten allge⸗ 
meinen mathematiſchen Grandfage richtig darauf anwen⸗ 
den. Die Regel hat ſonſt ihre Richtigkeit, wenn zwey 
Ditadtätzahlen gleich find, fo find ihre Wurzeln gleich: 
in einerley Syſtem gehoͤren auch zu gleichen Zahlen glei⸗ 
che logarithmen, und die Haͤlfte des logarithmen der Qua⸗ 
dratzahl ift der logarithme der Wurzel. Wenn aber die⸗ 
ſe Regeln in den Anfangsgruͤnden bewieſen werden, ſo 
denkt man gar nicht an den Unterſchied pofitiver und nega⸗ 
tiver Zahlen. Jede arithmetiſche Quadratzahl hat nur 
eine Wurzel, und die Regel redet yon der Gleichheit der 

Qua⸗ 


> 
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Quadrate und Wurzeln in fo fern ſie Groͤſſen find. Daz 
gegen hat jede algebraiſche Quadratzahl ihrer Natur nach 
zwey von einander verſchiedene algebraiſch ungleiche 
Wurzeln, und wenn man darauf nicht Ruͤckſicht nehmen 
will, fo kann man die widerſinnigſten Gage beweiſen. 
Aus der Gleichung (— a, = (Ka) kann man vermoͤge 
der eben angefuͤhrten Regel, wenn man auf den Unter⸗ 
ſchied algebraiſcher und arithmetiſcher Quadratzahlen nicht 
Ruͤckſicht nehmen will, auch unmittelbar die Folge ziehen, 
8 es fey — a a: aber ohne Zweifel 
iiſt auch Fa = a, 

. und daraus folgt o S aa, weil gleiches zu glei⸗ 
chen addirt gleiche Summen giebt: alfo iſt jede Zahl So, 
denn man kann anſtatt a was man will ſetzen. 


41. §. 

Eben darum, weil jede poſitive algebraiſche Qua⸗ 
dratzahl zwey algebraiſch ungleiche Wurzeln hat, kann die 
Regel: gleiche Quadrate haben gleiche Wurzeln, auf 
algebraiſche Quadrate nur angewandt werden, wenn man 
ihr dieſen Sinn beylegt: wenn zwey algebraiſche Qua⸗ 
dratzahlen gleich find, ſo iſt die pofitive Wurzel des einen 
ſo groß, als die poſitive Wurzel des andern, und die ne⸗ 
gative Wurzel des erſten ſo groß, als die negative Wur⸗ 
zel des andern. Demnach hat (— a); fo gut die Wurzel 
Ta, als die Wurzel —a, und (Ta) fo, gut die Wur⸗ 
zel — a als die Wurzel fa: aus der Gleichung (— a); 
(Tah, die nichts anders iff, als La cba folgt 
alſo 2 log. (Pa) = 2 log. (Ta), mithin ferner log. (Ia) 
log. (Ta), und das find zwey verſchiedene Satze, wel⸗ 
che auf keine andre, als auf dieſe beyden Schlußfolgen 
leiten können, es fey l Pa SI a, und1—a=l—a. 

Wenn Hr. Euler in der Hiltoire de! Academie de 
Berlin pour Fannee 1749. auf der 147 Seite eben dieſen 
Beweis beurtheilet, fo zeigt er, daß man auf eben die Art 
5 bewei⸗ 


x 
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beweiſen könne, es fey Kay — 1) c la, wenn man name 
lich ſchlieſſen wollte (a f — 1) ( e)“, alſo 41 
V-) ala, felglich 1a Y 1) l. In dieſem 
und allen ähnlichen Beweiſen ſtetkt mit dem vorigen ee 
nerley Fehler; (a — 1)“ hat fo gut die Wurzeln +3, 
—a, Ta /- 1, alr, als fie (Ta) hat, und 

5 Win «| ECa Ta 

es folget alſo nur dieſes, es ſey! Tai HAT 
Fenn ‘HAS Go Aen. e 2 
Eine andre, von den im 39. 6. ſchol bemerkten noch 
verſchiedene, Zweydeutigkeit der Streitfrage über die loga⸗ 
rithmen verneinter Groͤſſen hat man ebenfalls von bey: 
den Seiten nicht genug in Betrachtung gezogen. Die 

Frage: find die logarithinen verneinter Groͤſſen möglich? 
kann fo viel heiſſen; find: die natürlichen oder die briggi⸗ 
ſchen Logarithmen verneinter Groͤſſen, oder auch noch all⸗ 
gemeiner: find die logarithmen verneinter Groͤſſen in ete 
nem gegebenen Syſtem moglich? Eben dieſe Frage kann 
auch ſo vetſtanden werden: Laͤßt ſich gar kein Logarith⸗ 
menſyſtem angegeben worin die verneinten Zahlen 
mögliche Logarithmen haben? Die Grunde des Herkn 

d'Alembert find zum Theil fo beſchaffen, daß ſte nichts 
weiter beweiſen koͤnnen, als man muͤſſe uͤberhaupt zugeben, 
daß ſich gar wohl logarithmenſyſteme angeben do ffonys wor⸗ 
in die Logarithmen negativer Zahlen moͤglich ſindi! Weil 
er aber mit dem Hrn. Bernoulli doch darauf dringt, es 
muͤſſe allemahl I a1 —a ſeyn/ ſo ſieht man wohl daß 
er auch die Frage, in dem erſten Sinn genommen / beja⸗ 
het habe. Denn bey ihm kann in der Gleichung 1 
Ia das! ſewohl einen naturlichen als auch einen Brig: 
giſchen, ja eines jeden andern Syſtems logatithmen be⸗ 
deuten. Zu den Stellen, die fo lauten, daß es ſcheint, 
H. d Alembert behaupte nur im allgemeinen, man konne 
logarithmenſyſteme angeben, en negative Zahlen‘ 10 

a tebe 


? 
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liche Logarithmen haben, gehören unter andern folgende. 
Les logarithmes des quantités negatives peuvent etre re- 
gardes comme réels (183 Seite) le log. — ı eft ou peut 
etre fuppofe o. (185 S.) Wenn wiederum an andern 
Stellen Gründe angeführt werden, welche die Moͤglichkeit 
der Logarithmen negativer Zahlen nur in dem eben bemerk⸗ 
ten Sinn beweiſen koͤnnen; fo orice ſich H. d Alembert 
doch daruͤber wieder ganz anders aus. Le logarithme de 
2 et le logarithme de — 2 doivent écre les mémes, puis - 
que faifant log. 1 o et log. 4 p on aura log. 2 et log. 
—22=3p: (187 S.) eben das wird auf der 198 Seite 
behauptet. En effet ſoient t et a? deux nombres pofitifs 
et réels, qui ayent o et p pour logarithmes; il eft evi- 
dent, que la moyenne proportionelle entre 1 et a? fera 
egalement ＋ a et — a, et que le logarithme correfpon- 
dant fera Zp. Doneip=1-Faetzp=l—a. Nichts 
iſt gewiſſer, als daß ſowohl Ta als — a zwiſchen -Fı 
und T a' eine algebraiſche mittlere Proportionalgroͤſſe fey, 
und eben davon ruͤhrt alle Verwirrung her, die doch ſo 
leicht gehoben werden kann, wenn man nicht blos rechnen, 
ſondern beym Rechnen auch denken will. Haͤtte Herr 
d' Alembert daraus nichts weiter als dieſes geſchloſſen: 
wenn II ound Ia p fey, fo koͤnne überhaupt 
zu ſagen I Par 2p, es koͤnne auch ! — a gp geſetzt 
werden; ſo muͤſte man ihm voͤllig Beyfall geben. Allein 
weiter folgt auch nichts daraus, und am allerwenigſten 
dieſes, daß in eben demſelben Syſtem, wo man Ia 
== Ep gefeßt hat, auch zugleich! — a gp geſetzt werden 
muͤſſe. Die Vorausfegung 1—a= ip giebt ein alge⸗ 
braiſches Syſtem, welches von dem ganz verſchieden iſt, 
ae die Vorausſetzung Ia = 2p zum Grunde lieget. 
(28. §.) 


43. f. | 
Die bisher im 38. u. f. F von mir beurtheilten Be⸗ 
weife nennt H. d Alembert raifons purement Métaphyfi- 
ques, 
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ques, und laͤſſet ihnen unter dem Nahmen raiſon pure⸗ 
ment Géomérriques andre folgen, wovon er zugleich S. 
183. aͤuſſert, daß fie ihm demonſtrakiv zu ſeyn ſcheinen. 
Sonſt ſtimmet die Geometrie bey den intereſſanteſten Un⸗ 
terſuchungen mit der algebraiſchen Analyſi fo vollkommen 
überein, daß die allgemeinen kehren der letztern Wiſſen⸗ 
ſchaft, wenn man ſie auf die Geometrie anwendet, oft 
dadurch allererſt in ihr voͤlliges Sicht geſetzt werden. Es 
woͤre alſo etwas ſehr unerwartetes, wenn bey der Unter⸗ 
ſuchung tibet die Moͤgllchkeit oder Unmöglichkeit der Loga⸗ 
tichmen verneinter Groͤſſen die Folgerungen aus geome: 
triſchen Gruͤnden den Folgerungen, worauf eine richtige 
algebraiſche Rechnung leitet, widerſprechen ſollten. Es 
iſt ein bekannter Satz in der Lehre von den Kegelſchnitten, 
daß die zwiſchen den Aeſten der Hyperbel und ihren 
Aſymtoten enthaltenen Trapezien, oder auch die ihnen 
gleichen Sectoren, ſich wie die Logarithmen der ihnen 
zugehörigen Abfeiffen verhalten, wenn man dieſe vom 
Mittelpunct rechnet. Die Herrn Bernoulli und d'Alem⸗ 
bert glauben, daß dieſe hyperboliſchen Flachen möglich 
bleiben, wenn die dazugehorigen Abſeiſſen negativ werden, 
und ſie machen davon den Schluß auf die Moͤglichkeit der 
logarithmen negativer Griffen Herr d Alembert befonz 
ders glaubt dieſem Beweiſe erſtlich feine rechte Evidenz gez 
geben zu haben. N 
44. 9 
Es fer. OPVGpF die gleichſeitige Hyperbel, OG und 4a. 
igs 
KZ ihre Aſymtoten, ferner AN y; fo iſt N, 
wenn die Potenz der Hyperbel = iſt, und die Ordina⸗ 
ten PN mit der Aſymtote OG parallel gezogen werden. 
Iſt nun Ks eine andere Ordinate, fo iſt eigentlich NPSR 
dem Logarithmen des Verhaͤltniſſes = proportional, und 
Y 2 in 


é 
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in dem Fall, wenn ANS x ifhy dient es nur zur Ver⸗ 
kuͤrzung des Ausdruckes, wenn man fage, es fey NPSR 
der Logarithme der Abſeiſſe AR. (16. f.) Man muß ei⸗ 
gentuch jagen: jedes Trapezium der Hyperbel, welches 
zwiſchen zweyen mit der einen Aſymtote parallelen Ordina⸗ 
ten enthalten iff, fen der Logarithme des Verhaͤltniſſes der 
dieſen Ordinaten auf der andern Aſymtote zugehoͤrigen Ab⸗ 


ſeiſſen. Das unbeſtimmte Integral 1 Sc, ＋ C kann be: 


kanntermaßen ein Trapezium zwiſchen jeden zwehen paral: 
lelen Ordinaten ausdruͤcken, und es werden zwey Beſtim⸗ 
mungen erfordert, wenn man in jedem beſondern Fall 
wiſſen will, welches das Trapezium fey, deſſen Groͤſſe ver⸗ 
mittelſt dieſes Integrals gefunden wird. Die eine Be⸗ 
ſtimmung erhaͤlt man dadurch, daß man die beſtaͤndige 
Grbſſe C beſtimmt, weil hiedurch feſtgeſetzt wird, „wel: 
ches die Ordinate fey, von welcher die quadrirte Flaͤche ih: 
ren Anfang nehmen foll. Die andere Beſtimmung koͤmmt 
hinzu, wenn man für y einen beſtimmten Werth ſetzet; 
hiedurch beſtimmt man die Ordinate, wo fich die quadrirte 
Flaͤche endigen fol. Wenn nun AN= iſt, fo iſt die 
gewöhnliche Vorausſetzung dieſe, die Glache foll von PN 
an gerechnet werden, oder das Integral foll =o ſeyn, 
wenn y=ı iſt: das giebt y+-C=o, do CS -I, 


und dann wird das Integral = I 1181 =1y, 


1 
Wenn demnach y= Ak geſetzt wird; fo iſt NPSR== 
AR . ; 
Lae weil AN= 1 ſeyn foll, Man ſetze dieſe 


Fläche, welche durch Beſtimmung der beftändigen Groͤſſe 
in ſoferne beſtimmt iſt, daß fie von PN ihren Anfang 
nehmen foll, Überhaupt Ss; fo it Sly. Will man 
nun aus dieſer Gleichung alle die Werthe von S folgern, 

b welche 
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welche allen möglichen, ſowohl poſitiven, als negativen 
Werthen von y zugehoͤren; ſo iſt unumgaͤnglich nothwen⸗ 
dig, daß man den Ausdruck Jy nach ſeinem ganzen Um⸗ 
fang ſchon kenne, und wiſſe, was er bedeutet, man mag 
ſtatt y ſetzen, was man wolle: ſonſt läuft man Gefahr, 
daß man das ſchon vorausſetze, was erſtlich erwieſen wer⸗ 
den ſoll. Demnach iſt es gewiß nicht der rechie Weg, 
wenn man die Sache umkehrt, und zuerſt wiſſen will, ob 
mit negativen Abſeiſſen der Hyperbel moͤgliche oder unmoͤg⸗ 
liche Flächen zuſammen gehören. Die reine Geometrie 
weiß nichts von poſitiven oder negativen, möglichen oder 
unmoͤglichen Groͤſſen: das find algebraiſche Begriffe, und 
die hieher gehörigen Fragen muͤſſen aus algebraiſchen 
Gruͤnden ihre Erledigung finden. 


45. §. 

Indeſſen hat man wuͤrklich auf dieſem umgekehrten 
Mege die Unterſuchung eingeleitet: man ſetzte voraus, die 
Flaͤche S bleibe möglich für, negative y, alſo muͤſſe auch 
1—y möglich bleiben, und Herr Bernoulli glaubte, bie 
Sache laſſe ſich am beſten aus der Differentialgleichung 


ae d 
beweiſen. Es fey naͤmlich dpe; wenn man nun 


8 ge 
—y {tort y nehme, fo erhalte man 38 = 


Pe} 
d 5 , 
te. und daraus folge S=l—y=i- fy: folglich ges 
y 


höre gleichen und entgegen gefeßten y eine gleiche Fläche S 

zu. Bey dieſem vermeinten Beweiſe wird vorausgeſetzt, 

daß man richtig ſchlieſſen koͤnne: wenn zwey Differentia⸗ 

le gleich find, fo find auch ihre Integrale gleich groß: 

denn der ganze Beweis iſt kurz dieſer, es fey d.! — 5 

d. I ＋ y, folglich auch l—y=l+y. In andern Fallen 
Eh... aber 
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aber wuͤrde Herr Bernoulli ſelbſt gewiß dieſe Art zu ſchlieſ⸗ 
ſen als unrichtig verworfen haben. Differentiale propo- 
ſitum infinita habet integralia, das lehrt H. Bernoulli 
ſelbſt in ſeiner Integralrechnung. (Let. VII. Oper. loh. 
Bernoullii Tom. ist. pag. 413.) Es iff aber — y= 
+y><—1, affol—y=l+y+l—1. Weil nun 
1— 1 eine Conſtans iſt, welche beym Differentiiren weg: 
‚ fällt, fo erhält man allerdings d.! — yd, y, und 
aus demſelben Grunde iſt auch allemahl d. I. ny =d. ly; 
allein umgekehrt folgt ſo wenig aus der erſten Gleichung, 
daß I— y= 14+ y fen, als man aus der zweyten Gleis 
chung folgern kann, es ſey lay Sly. Aus der Gleichung 


d 5 ; 
d folgt vermittelſt der Integration S Sly C, 
und wenn S So ſeyn ſoll, wenn y =n ift, fo hat man 
C=—In, mithin S AY -h =I. Es fey n= —1 
n 
RR 
—1 
np die erſte Ordinate, wo die quadrirte Flaͤche anfangen 


ſoll. Nimmt man ferner y = — Ar, fo hat man S= 
— Ar x : 
J 
A 


An 
wenn Ar = An iſt Setzt man — Al anſtatt y, fo iſt 


$=} Se und das iſt nun die Fläche npml, Gir y 
— n ? 


An, fo iftS=ly—l—1=1 


und es iff 


und das if nun die Flaͤche npsr: fie wird So, 


oder Al So wird daraus nA Gp, für poſitive y aber giebt 
es keine Glache weiter, die bey np anfinge, und durch das 


4 


— An 
der Fläche NPSR =! 


Integral S ! ausgedruͤckt werden koͤnnte. Mit 
＋ AR i 


+AN 


(44-$.) hat es eine aͤhnli⸗ 
che 


* 
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che Bewandniß: fie verſchwindet, wenn man AR = AN 

nimmt. Setzt man --AL anſtatt y, ſo iſt die Fläche 

NPML=I To > und für AL. So, wird daraus 
TAN | 

ALMO. Fuͤr negative y aber, wie Al, giebt es weiter 

keine Flache, die bey NP anfinge, und durch das Inte: 


ausgedruckt werden könnte. 


ral Sl 
N 
46. §. 

Herr d' Alembert haͤlt den eben beurtheilten Beweis 
des Herrn Bernoulli zwar an ſich für richtig, glaubt aber, 
er koͤnne noch verbeſſert werden, fo daß die Sache dadurch 
auſſer allem Zweifel geſetzt werde; er traͤgt ihn auf der 
188 S. der Opuſeules, in einer allgemeinern Form vor, 
fo wie ich denſelben mit des Herrn Berfaffers eigenen 
Worten ganz hieher feße, 


Suppofons en general dx . „ n étant un 
n 


nombre entier poſitif impair, il eſt certain qu on pourra 

conſtruire la courbe à laquelle cette equation appartient. 

II faut d' abort tracer les hyperboles OPV, GpF, dans 
n 


les quelles P abſeiſſe AN , et ’ordonnge PN = — 


n 
il faut enſuite chercher !' aire f any repondante a une 
n 


abſeiſſe quelconque AR, en fuppofant, que cette aire 
foit =o, lorsque y AN; la courbe, dont les ordon- 
nées feront proportionelles à ces aires fera la courbe cher- 
chée, Or Fon trouvera facilement, qu à une abfeifle 
quelconque y, pofitive ou negative, il repond la meme 
valeur de l aire. Car foit An AN et Ar AR; Paire 
repondante à P abſeiſſe Ar ſera NPOA + AnpG + npsr. 

94 Nr 


~ 
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Or les aires Anp h, opſr Cant negatives par rapport A 
Faire NPO, qui eſt negative elle meme par rapport & 
Paire NF SR; il s“ enſuit que I’ aire repondante Af abfcif- 
fe negative Ar, Ceft a dire, Fordonnte x repondante A 


cette abſeiſſe, Equivaur a la quantité ſuivante — NPOA 


＋ NPOA FINPSR = NPSR; dou il s’enfuir, qu’a 

deux valeurs de y ézales et de differens ſignes, il répond 

une méme valeur de x. Done toute courbe , dans la- 
and ; tak. 

quelle dx = — n etant un nombre impair quelcon- 

n a a ’ 2 


que, a deux branches égales, ſemblables et femblable- 
ment ſituces de part et d' autre de la ligne de x. Heft 
vrai, que dans le cas de n= integration n’a pas lieu, 


_ Mais la methode, que nous venons de donner pour con- 


ry n 
ſtruire la courbe dx == — , par la quadrature d'une 


1 s 27 an 
hyperbole, dont les ordonnées ſolent = ——, léve tou« 
mr : ne 


te difficulé. Car P hyperbole ordinaire, dont les or- 


BEN, | 
données font —, eſt précifément dans le mame cas, que 


les autres; et il eft impoſſible de rien &:ablir fur les aires 
repondantes aux abſciſſes de celles ei, qui ne convienne 
également a I’ hyperbole ordinaire, 

87 47. F. 

Herr d Alembert nimmt hier, wie es ſcheinet, ganz 


richtig an, daß vermöge der Vorausſetzung, nach wel; 


cher bey der Integration die beſtaͤndige Groͤſſe iſt bez 
ſtimmt worden, die der Abſeiſſe y= Ar zugehörige Glas 
che ſich von der Ordinate PN bis zur Ordinate rs erſtre⸗ 
cken muͤſte: er ſagt namlich dieſe Flache muͤſſe S NPOA 
FAapSpapse ſeyn. „Ferner heißt es, die Flachen 
; 25 = AnpG, 


7 
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AnpG, npsr, find negativ gegen NPOA; alfo muß man 
entweder — AnpG—nprs anſtatt + Ap nprs ſchrei⸗ 
ben, wofern NPO A das Zeichen ＋ behalten kann, oder 
es muͤſſen wenigſtens die Zeichen jener beyden Theile dem 
Zeichen, welches NPOA erhäft, entgegen geſetzt ſeyn. 
Aber NPO A iſt ſelbſt negativ gegen NPSR, alſo muß 
NPOA das Zeichen (—) und eben darum muͤſſen die bey: 
den andern Theile das entgegen geſetzte Zeichen + haben: 


od 
mithin iſt (— I ——NPOA+AnpG + npsr=npse 
=NPSR., | 


Wenn der letzte Schlußſatz den Sinn haben ſoll: 
= nd ; 
der algebraiſche Werth des Integrals 1. werde = 


n 


npsr, wenn y=Arz=— AR geſetzt wird; fo hat es mit 
dem Satze ſelbſt feine Richtigkeit, aber keinesweges mit 
dem Beweiſe, weſchen H. d'Alembert vortragt, Es it 
falſch, daß die Fläche NPOA der Flaͤche AnpG, oder 
auch der Flaͤche ArsG = AnpG+nrsp entgegen geſetzt 
fens die richtige algebraiſche Rechnung fest dieſe Sache 
in ein ganz andres licht. Ich habe die Gründe, worauf 
hier alles ankommt, im 48. u. f. §§. der III. Abhandlung 
vorgetragen: alſo it es leicht, auf den hier vorkommen⸗ 
den Fall die Anwendung zu machen. ; 


48. F. ö 
Weil in der Gleichung PN = nai die Zahl a eine uns 


grade Zahl ſeyn ſoll, fo will ich au ı anſtatt n, und 
jede Ordinate PN=z ſetzen, die mit der Abſeiſſe AN = 

nx ; 5 
y zuſammen gehört: alsdenn iſt a= —5 die Glei⸗ 


9 chung 
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chung für die Hyperbel OPVGpF, die qe Orbis n-+2 
auf! 
ya 


gehört, und die Integration giebt fady =f dy= 


anf 


C0 — any Weil dieſes Integral — ſeyn ſoll, wenn 


eg iſt; fo fen AN Sb, und man erhält ſzdy 
a 
Genen, Wegen der Natur der Inte⸗ 
an ben an 
gralformul, worin der Exponent von y eine grade Zahl iff, 
kann die Vorausſetzung, daß lady So ſeyn ſoll, wenn 
Y=-+AN iſt, nicht ausſchlieſſungsweiſe beſtehen: eben 
dieſes Integral wird zum zweytenmahl So, wenn y 
An = — AN iff, und man kann das Geſetz leicht uͤberſe⸗ 
hen, nach welchem ſich fady ändern muß, wenn die poſi⸗ 
tiven y nach und nach abnehmen, zuletzt aber in den ent⸗ 
gegen geſetzten Zuſtand uͤbergehen. Weil der veraͤnderli⸗ 
che Theil dieſes Integrals abnimmt, wenn y waͤchſt, 
fo waͤchſt das Integral ſelbſt mit y, fo lange y>b 
bleibt; unter dieſer Bedingung iſt alin fady = der Fläche 
NPSR Kür y b wird das Integral So, wie es vor⸗ 
ausgeſetzt ward; aber für y b wird es negativ, und 
waͤchſt jo lange wieder, bis es für y =o unendlich groß 
wird. Zwiſchen den Graͤnzen /b und y==o druͤckt 
es alſo für y Al. die Flache NPML aus. Wird y 
negativ, fo bleibt dieſes Integral Anfangs noch negatib, 
fo lange naͤmlich —y<— b bleibt, aber es nimmt ab, 
wenn — y waͤchſt, und wird von neuen So, wenn y= 
Ang AN wird, wie es den in der III. Abhandlung im 
46. u. f. §. vorgetragenen Gruͤnden gemäß iſt. Nimmt man 
demnach y=— Al, und den Punet! zwiſchen A und a, 
fo daß Im die der Abſeiſſe — Al zugehörige Ordinate if; 
ſo liegt die Flaͤche, welche nun das Integral ausdruͤckt, 
zwiſchen np und Im, und das iſt keine andere als 1 
wei 
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weil für y= An=—b das Integral abermal = 9 wird. 

Waͤchſt endlich —y über — b hinaus, fo wird das In⸗ 

tegral wieder poſitiv, und waͤchſt mit — y, da es dann 

die Flache nprs ausdruͤckt. Vermoͤge dieſer Rechnung 

muß man allerdings zugeben, daß in allen Hyperbeln, wel⸗ 
nyt 


che die Gleichung z= 


 Ubfciffen mögliche und eben fo groſſe Flächen, als den the 
nen gleichen und entgegen geſetzten poſitiven Abſeiſſen zu: 
gehören: allein das iſt nicht alles, was aus der Rechnung 
folgt. H. d' Alembert bemerkt den Hauptumſtand nicht, 
worauf hier alles ankommt, den Umſtand nemlich, daß 
die mit den negativen Abſeiſſen zuſammen gehörigen Flaͤ⸗ 
chen nicht bey eben der Ordinate als ihrer erſten Graͤnze 
anfangen, wo die mit den poſitiven Abſeiſſen zuſammen 
gehörigen Flächen ihren Anfang nehmen. Ich werde mich 
daruͤber bald naͤher erklaͤren, zuvor aber muß ich dem H. 
d Alembert in feinen Schluͤſſen noch weiter folgen. 


49. §. 
Unter der allgemeinen Gleichung 2 


ausdruͤckt, den negativen 


nrt 


a’ntı 


ant 
auch die apollonianiſche Hyperbel enthalten, wenn man 
hier n=o (beym H. d' Alembert u =) ſetzt; alsdenn 


findet man ſady = — 5 — 2, „und weil diefe 
fe} be 0 


Formul ganz unbeſtimmt iſt, ſo ſcheint es ſelbſt nach H. 
d' Alemberts Aeuſſerung zweifelhaft, ob die im 48. §. aus 
der allgemeinen Gleichung gefolgerten Saͤtze in dieſem be⸗ 
ſondern Fall ſchlechthin ihre Anwendung finden. „Il eft 
vrai (m. ſ. oben den 46, F.) que dans le cas den=ı 
V’integration n’a pas lieu. , Was weiter folgt, das moͤg⸗ 
te wohl dieſem Zweifel nicht ſo vollkommen abhelfen, als 
H. d Alembert glaubt. „L' hyperbole ordinaire . 
5 ément 


348 VI. Von den Legarithmen 


ſement dans le méme cas, que les sutres, ar il eft im- 

offible de rien &tablir fur les aires cepondantes aux ab- 
ſeiſſes de celles. ci, qui ne convienne également a "hıy- 
perbole ordinaire, Die nachſtehenden Schluͤſſe woͤgten 
wohl mege Ueberzengung bewirken. Der Grund warum 
die mit den Abſciſſen AL zufammengehörige Flaͤche NPML 
algebraiſch negatib wird, iſt diefer, weil AL als abneh⸗ 
mend betrachtet wird, alſo dy negativ, mithin auch das 
Rechteck zdy negativ if: dieſerwegen iſt NPML die Graͤn⸗ 
ze der Summe aller negativen Rechtecke zdy, und das 


geht fo fort, bis AL o wird. Für negative y= Al 


’ ant 


— AL iſt auch dy negativ, und zugleich wird 2 — 
: ang 


negativ; ja eben das iſt auch der Fall für die apolloniani⸗ 
a 
fhe Hyperbel, wenn = — genommen werden muß. 


f * : 
Dieſerwegen werden nun die Rechtecke zdy pofitiv, die 
Graͤnze der Summe diefer poſitiven Rechtecke vermindert 
die bis auf AL So gefundene Graͤnze der Summe aller 
negativen Rechtecke zwiſchen PN und AO: alſo muß ſady 
als die algebraiſche Summe aller Rechtecke von NP bis 
Im wieder abnehmen, und für den Fall Y An g= — AN 
o werden, weil nun der vorige negative Werth durch 
die hinzugekommene pofitive Summe ganz aufgehoben 
wird. Für ſolche negative y, die noch gröffer als An find, 
vermehrt ſich die Summe der poſitiven Rechtecke noch 
weiter fort: alſo muß nun der poſitive Theil des Inte⸗ 
grals ſady den negativen Theil deſſelben zu uͤbertreffen an⸗ 
fangen, alſo das Integral ſelbſt, welches nun die Fläche 
ppsr giebt, wieder algebraiſch poſitiv werden. Alle dieſe 
Schluͤſſe kann man voͤllig eben ſo auf die apollonianiſche 
Hyperbel anwenden, mithin iſt die Behauptung des H. 
d' Alembert, „Uhyperbole ordinaire eft precifément dans 
meme eqs, que les autres; wenn fie den eben vorge⸗ 


Arg ⸗ 


— 
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tragenen Schluͤſſen gemaͤß verſtanden wird, vollkommen 
tichtig. 8 Ba 


e . 1 ral: 
Dieſemnach ift es vollkommen richtig, daß auch mit 
gleichen und entgegen geſetzten Abſciſſen auf einer Aſymto⸗ 
te der apollonianiſchen Hyperbel gleiche hyperboliſche Tra⸗ 
bezien zuſammen gehören; der zweyte im 48. b. ſchon be 
merkte Hauptumſtand aber muß nicht vergeſſen werden! 
die mit den gleichen und entgegen geſetzten Abſeiſſen zu⸗ 
ſammengehoͤrigen gleich groſſen Trapezien haben nicht ef 
nerley Ordinate zur Anfangsgraͤnze; mit der einen NPSR 
gehört die Anfangsgraͤnze NP, mit der andern aber np 
als Aufangsgraͤnze zuſammen. Wenn man ſich nun eve 
laubt weiter zu ſchlieſſen, es fey nrs p — Ar, und 
NRSP == 1-F AR; ſo iſt der Beweis fertig, daß 1— Ar 
IAR fen, und noch dazu, wie H. d Alembert ſelbſt 
(a. a. O. 191: ©.) hinzuſetzt, der Beweis davon, daß 
dieſe Logarithmen zu einem und eben demſelben Syſtem 
gehoͤren, welches die hyperboliſchen Trapezien mit den daz 
zu gehoͤrigen Abſeiſſen vorſtellen. Wer ſich aber nicht etz 
laubt, mit algebralſchen Formuln ganz willkuͤhrlich uns 
zugehen, der muß die algebraiſch geometriſchen lehrſaͤtze 
in keinem andern Sinne als in demjenigen anwenden, in 
welchem (heile die Erfindet ſelbſt, theils andre geometri⸗ 
ſche Schriftſteller fie bewieſen haben. Jedes hyperbollſche 
Trapezium wie NPSR gehoͤrt zu zweyen Abſeiſſen, wovon 
die eine AN eine Conſtans, die andre Ak aber veraͤnder⸗ 
lich iff, und das Trapezium NPSR iſt der Logarithme 
des Verhaͤltniſſes der veraͤnderlichen Abſeiſſe Ak zur bez 
ſtaͤndigen Abſeiſſe A. Man muß alſo jene ee 
: 2% AUD Si Ar O. IR 

ieſſen : es iſt nrsp II! 
ſch eſſen fo oer es iſt rsp ==} eat ge ey 


We ok. ARE 2 3). AR 
NRSPEl , ſo erhalt man Pe ae 
= TAN r AN 


i+ 


350 m. Von den Logarithmen 


IAR ; a! 
J Be „ und das iſt ganz was anders, als was H. 


+ 23 
d'Alembert beweiſen wollte. (39.$.) Schreibt man NRSP 
IAR, nrsp =I Ar; fo haben dieſe Saͤtze entwe⸗ 
der gar keinen algebraiſchen Sinn, oder man muß ſie als 
Abkuͤrzungen fuͤr den beſondern Fall anſehen, wenn in 


den Formuln NRSP =! ae „ ntsp ! 95 ; 
A ＋AN 
die Ordinate AN— geſetzt iſt: Alsdenn bleibt zwar rich⸗ 
tig NRSP SITAR, weil nun AR eine poſitive Zahl vor 
ſtellet, aber die andre Gleichung, weil nun — Ar eine 
negative Zahl vorſtellen ſoll, iſt demonſtratiſch falſch, und 
folgt ſchlechterdings nicht aus dem nun umſtaͤndlich beur⸗ 
cheilten verneinten Beweiſe. 


51. F. 
5 3 +t 
Die Gleichung fady = — ; - . 5 
‘ nt 
(A8. §.) laͤßt ſich auch fo ausdrucken Mer 
Capt — 1) oder Kanes ja 50775 (( = Pr) 


ee 
Man ſetze = — fo hat man ſady = ka. m. m 
= yy 


( 1): alsdenn iſt fie die Apollonianiſche Hy⸗ 

perbel a So, und man muß für m die Graͤnze os ſetzen. 
4 

Setzt man (ayn I, und gam (En 10 


ST, fo wird lady = I T w. V, und die Graͤnze 1 
ere 
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Werthes it —Y, weil w verſchwindet, wenn <= 

geſetzt wird. Zugleich wird aus X die Graͤnze des Wer 
ee 1% % 1 

thes gem (( —1), dieſe iff S Za! . 1. 90, 


und hiedurch wird das alles vollkommen beſtaͤttiget, was 
im 49. $. ſchon aus andern Gründen von den Trapezien 
der Apollonianiſchen Hyperbel iſt bewieſen worden. Die 


Formul bay = Jal ift poſitiv für pofitive y, fo lange 
y>b bleibt, und fie wird negativ für y<b, fie wird 
—cc, wenn yo wird, bleibt auch noch negativ für 
negative y, die kleiner find als b, nimmt aber ab, wenn 
— y waͤchſt, und verſchwindet, für y=—b, da dann 
eben dieſe Formul für noch groͤſſere negative y wieder po: 
ſitiv wird, und mit ihnen waͤchſt. 
| ey ff 

Es fey £>b, alfo 125 und eben darum auch ve 

ein unaͤchter Bruch, den man = ı-+ß feßen kann; fo 
zZ 


ff * 2 
hat man (T =( G) = 1 = HL — 1)? 
bb m m 
LI) 4 %. Die eingeſchloſſe⸗ 
m m 
ne mit — muftiplicitte Reihe feße man = , fo if 
m 


ore, = ee see * Ib » fo 


1 r 
arenen k me ie ae =i+ 


* 
. 
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1 T — 1 1 1.1 — 1. 1-2 1 
k. — 7 Se 54 .— S Edt 
m 1.2 575 IR m3 


Br 1 Ft 


und das giebt m 95 ry+ a 
m 


1 1. Er 1 
.. . Setzt man ferner ane 


2. 
rt m, die Ge eo, fo wid y=p—i2tie— 
20% und miter yy nern. Man kann 


£ Aba nehmen ; “fo oo die für y gefundene Reihe con- 
vergirend fein, So lange nun y>b ift, muß r poſitid 
ſeyn, 2 mit y wachſen, für y=b aber ER 
Wenn y<b wird, fo muß r negativ ſeyn, und für y= 

muß r Negativ unendlich werden. Für negative J b t 
Anfangs r negativ, fo lange y<b iſt, nimmt aber ab, 
wenn y waͤchſt, bis fuͤr y=-b, wiederum ro wird 
für gröſſere negative y waͤchſt r wieder poſitiv. Das al 
les ſtimmt mit dem 49. und 5 1. F. vollig überein, und 
dieſe Rechnung ift eine neue Wölbern deſſen, daß die 
Werlhe für n o in dem Integral ( Er +) 

n 

(48. 8) noch eben fs abwechſeln, 7 in den Faͤllen, da 
n nicht So, ſondern einer beſtimmten ganzen Bail 


gleich iſ t. 
; 3 
“ Seht man im 48. 52 * ſo gehört die Glei⸗ 
Fr Take anti 

chung Sats 2 fuͤr die quadrirende Linie 


der Hyperbel 157 Oldnung n Ta, deren Natur die Geis 
f an 
chung z= ae ausdrückt, j und die quadrirende linſe 


TH 
iſt 
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ift ſelbſt eine Hyperbel der Ordnung zn ＋ 1. Es fey AB gs. 
die Abſeiſſenlinie, AR y, RM == xz; fo findet man RM 80. 
ang 


anb?a 
Applicaten CD nehme man Ac 


EZ 


„wenn man y= ſetzt. Auf der Axe der 


2ntt 


a und feße EE 
2n 


durch C auf DC ſenkrecht, fo iſt EF eine Aſymtote dieſer 
Hyperbel. In den Fällen y r AN b, und y= 
An—=—b, hat man x So, alſo wird die Hyperbel in 
N unden von der Abfeiffenlinie geſchnitten. Fuͤr kleinere 
pofitive oder negative y wird x negativ, und waͤchſt ſehr 
ſchnell, wenn y weiter abnimmt, bis für So, x 
wird: alſo iſt auch CD eine Aſymtote der Hyperbel. Für 


Br ar , 
no, wenn z= iſt, verwandelt fich die quadrirende 


Linie in die logarithmiſche Linie, die man alſo als eine 
Hyperbel der erſten Ordnung anſehen kann. Weil nun 
alle Hyperbeln ungrader Ordnungen aus zweyen gleichen, 
ähnlichen, und gegen die mit den Ordinaten parallele 
Aſymtote aͤhnlich liegenden Stuͤcken beſtehen; fo leitet das 
auf die Vermuthung, es muͤſſe eben daſſelbe auch von der 
Hyperbel der erſten Ordnung, oder der logarithmiſchen 
Linie gelten. Ob aber dieſe Vermuthung gegruͤndet ſey, 
das kann nur in fein volliges licht geſetzt werden, wenn 
man den beſondern Fall, wenn no iſt, gehörig ent⸗ 
wickelt. i 


| 54. §. 
Man feße demnach uo, fo wird die beſtaͤndige 
nt 
Groͤſſe 1175 ==AC==PR unendlich groß: alſo behalt 
2 


die logarithmiſche linie nur ee Aſymtote CD, Gere 
; ; ner 
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and 


ner drückt in der allgemeinen Gleichung x 


aub'n 


Ain N 7 4 
der veränderliche Theil das Stuͤck PM der Entfers 
any g 
nung PR aus, welches gleichfalls unendlich groß wird, fo 
daß nunmehro die Ordinate RM die Differenz zweyer uns 
endlichen Griffen RP und PM wird, wie die Gleichung 
richtig angiebt. Uebrigens verwandelt ſich die allgemeine 


Gleichung in folgende y=, (51. H.) und dieſe 


leitet noch auf die nachſtehenden Folgen: 1) daß x zweymal 
So werde, naͤmlich für Sb SAN, und für 
= b — Anz; 2) daß x einmal negativ unendlich 
werde, für yo, und 3) daß x zweymal poſitiv unend⸗ 
lich werde, fuͤr y =, und y =-. Zwiſchen 
den Graͤnzen y=+b, und y=+ oo waͤchſt x von o 
bis oo, zwiſchen den Granjen y Sb und y So iſt x 
negativ und waͤchſt bis zu — ©; zwiſchen den Graͤnzen 
y o, und y=— b bleibt x negativ, und nimmt ab bis 
zur o; endlich zwiſchen den Graͤnzen y =- b, und y= 
— 00 wird x wieder poſitiv und waͤchſt bis T oo. Wer: 
möge dieſer Verzeichnung ergeben ſich nun ohne Zweifel 
zwey gleiche und ähnliche Stücke der logarithmiſchen Linie, 
noaͤmlich VNm und vom. Jede pofitive Abſeiſſe AR hat 
mit der ihr gleichen und entgegen geſetzten negativen Ar ei⸗ 
ne gleiche Ordinate RM rm. So weit iſt an allen die⸗ 
fen Schluͤſſen nichts auszusetzen, und man kann ohne Be⸗ 
denken zugeben, daß die logarithmiſche Linie, wenn ſie 

als die Quadratix der Hyperbel angeſehen wird, und ihre 
Ordinaten den moͤglichen Flaͤchen der Hyperbel auf bey⸗ ~ 
den Seiten proportional ſeyn ſollen, einen Durchmeſſer 
habe, oder aus zweyen gleichen und aͤhnlichen Stuͤcken 
beſtehe. f 
55. K. 
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55. F. h 
In der Gleichung x= Fal - hat bisher x die Ordi⸗ 


nate und y die Abſciſſe vorgeſtellet: wenn man aber MQ_ 
mit AR parallel ziehet, ſo wird x= RM= AQ und y 
AR = QM. Nimmt man alſo die Abſeiſſen AQ, auf 
der Aſymtote, und die Ordinaten MQ auf ihr ſentrecht, 
ſo dienet eben die Gleichung, nur mit dem Unterſcheid, 
daß die Bedeutung der Buchſtaben x und y ſich verwech⸗ 
felt, und x die Abſeiſſe, J aber die Ordinate anzeigt. 
Wenn nun e die Bafis der natuͤrlichen fögarichmen iſt, fo 
giebt die Gleichung <= Zal m auch dieſe e: 11 ; 
alſo wird y Ae ben:, fo daß jeder Abſeiſſe * zwey glei⸗ 
che und entgegen geſetzte 7 zugehoͤren. Man kann dem: 
nach der logarithmiſchen Linie zwey Aeſte laſſen, man kann 
zugeben, daß fie einen Durchmeſſer habe: inzwiſchen bes 
halten die Hrn. von Leibnitz und Euler noch immer recht, 
wann ſie es laͤugnen, daß dieſe finte einen Durchmeſſer 
habe; denn ſie haben es in einem andern Verſtande ge⸗ 
laͤugnet, als es hier erwieſen iſt. Gemeiniglich wird die 
Gleichung für die logarithmiſche finie fo ausgedruͤckt x 


4 oder tal, und es ift offenbar, daß dieſe 


Gleichung nur einen Aſt allein ausdruͤcken koͤnne; deswe⸗ 
gen wuͤrde die Frage ſeyn, welche Gleichung man neh⸗ 
men muͤſſe? Es iſt nun nicht ſchwer, hierauf zu antwor⸗ 
ten, und es in fein voͤlliges Sicht zu ſetzen, worauf die 
ganze Streitigkeit von der Geſtalt der logarithmiſchen li⸗ 
nie ankomme. 
56. §. 


Herr Euler hatte in den Memoires de Berlin erin: 
nett, daß man nicht ficher ſchlieſſen koͤnne: wenn alle die 
32 linien, 
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linien, welche die Gleichung ax: deer ausdruͤckt, et 


nen Durchmeſſer haben, ſo muß dieſer Durchmeſſer noch 
bleiben, wenn nz=o ift, weil in dieſem Fall das Inte 
gral nicht algebraiſch bleibt. Um deſto überjeugender dar⸗ 
zuthun, daß dergleichen Sage, fo allgemein fie ſcheinen 
möchten, dennoch in fpeciellen Gallen zuweilen Ausnah⸗ 


4 
men leiden, führt er die Gleichung y=yaxrt ya 
(b-+-x) als ein Exempel an. Alle Linien, welche diefe - 
Gleichung ausdruͤckt, ſind algebraiſch und haben einen 
Durchmeſſer; dennoch aber behält die finie keinen Durch⸗ 
meſſer mehr, wenn bo iſt. Hierauf antwortet H. 
d' Alembert, das habe zwar feine Richtigkeit, aber es ruͤh⸗ 
re eigentlich daher, weil in dem Fall b Do die Gleichung 


4 
des achten Grades, welche y= Vf ax-+ ya’ (bx) giebt, 

ſich in zwey rationale Gleichungen der vierten Ordnung 
theile, alſo in der That zwey unterſchiedene linien aus⸗ 
druͤcke, die für einerley Axe und Anfangspunct der Abſciſ⸗ 
ſen beſchrieben worden. Hierauf kann man erwiedern, 
daß grade derſelbe Fall eintrete, wenn von der Gleichung 


n „ I ; oat te 
XS 2 ——9 die Rede if, Setzt man 


an ben yn 
. 2x yy ; yy 
ao, fo wird daraus — = 1—, oder Hr, 
U fi 7 bb 5 bb 


Jene Gleichung theilt ſich in die bepden Gleichungen — 
a 


y . ee mony : ; n 
=l— und —=1 =, 

b = b ar diefe in die beyden 
Gleichungen . und e 2. 


3 alfo gehös 


ren die beyden Aeſte der logarithmiſchen linie, welche die 
allge⸗ 
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allgemeine Gleichung giebt, eigentlich nicht weiter zuſam⸗ 
men, als ein Paar finten, die für einerley Are und Ans 
fangspunet der Abſciſſen beſchrieben find. Beyde Aeſte 
druͤcken auch keine verſchiedene Logarithmenſyſteme aus, 
ſondern der eine Aſt druͤckt gerade daſſelbe Syſtem aus, 
was der andere ausdruͤckt. In der That hat es alſo da⸗ 
mit eben die Bewandniß, wie mit der Gleichung yy = 
nnxx, welche ein Syſtem zweyer gegen die gemeinſchaftli⸗ 
che Axe auf beyden Seiten ähnlich liegender geraden linien 
giebt: wer wollte aber hieraus die Folge ziehen, daß zu 
einer jeden geraden finie eine andere gehöre, die auf der 
andern Seite gegen die Axe eine ähnliche Sage hat. In⸗ 
zwiſchen koͤmmt man doch oft bey Auflöfung einer Aufga⸗ 
be auf dieſe Gleichung, da es denn ein Beweis iſt, daß 
zur vollftändigen Verzeichnung zwey grade Linien erfordert 
werden, wie wenn man die Gleichung fuͤr den Schnitt ei⸗ 
nes ſenkrechten Kegels ſucht, der durch die Are gehet. Ein 
und eben derſelbe fogarithme gehoͤret nicht nur dem Der: 
haͤltniſſe Z, ſondern auch dem Berhaltniffe y zu. 


— 


Weder die Gleichung l, noch die Gleichung == 


1 —5 kann beydes zugleich ausdruͤcken; will man eine 
Gleichung haben, die beydes zugleich ausdruͤckt, ſo muß 
man beyde zuſammen addiren, oder welches einerley iſt die 
Gleichungen en = und ee 
multipfieiren. Bey obiger Art, die Hyperbel zu quadri⸗ 
ren, enthielte das Integral die logarithmen der Verhaͤlt⸗ 
niſſe der poſitiven Abſciſſen zur poſitiven Einheit ſowohl 
als auch der negativen Abſeiſſen zur negativen Einheit: 
alſo mußte eine Gleichung heraus kommen, die beydes 

3 3 aus⸗ 


in einander 


358 IV. Von den Logarithmen 


ausdruͤckte, und die Quadratix mußte aus zweyen Sri. 
cken beſtehen, ſo wie der Kegelſchnitt durch die Axe des 
Kegels aus zweyen graden Linien. 


. 57. §, ; } 
H. d' Alembert braucht noch verſchiedene andere 
Gründe zu beweiſen, daß die logarithmiſche Linie einen 
Durchmeſſer haben muͤſſe; auf der 191 und 192 Seite 
der Opuſcules finde ich folgende Schluͤſſe. Die Gleichung 
Yen giebt fir unzaͤhlige Werthe von x einen doppelten 


Werth von y, allemahl nämlich, wenn mn iſt; ale 
} 2 


fo hat die logarithmiſche linie auf der andern Seite der 
Are wenigſtens unzählige puncta diſereta. Dieſes geben 
auch wohl andere Geometer zu, die ſonſt auf des Herrn 
von leibnitz Seite find: allein man kann dieſe Behaup⸗ 
tung ohne Bedenken für falſch erklaͤren, weil e Feine an⸗ 
dere, als poſitive Werthe haben kann, was auch x bedeu⸗ 
tet, (32. F.) wenn es nur eine mögliche Groͤſſe iſt, wie 
an dem angeführten Ort vorausgeſetzt wird. H. d' Alem⸗ 
bert gehet noch weiter und behauptet, daß dieſe pungta 
difcreta eine ſtetige Sinie ausmachen: denn ſagt er, man 
muß vorausſetzen, daß e einen doppelten Werth habe, ei⸗ 
nen poſitiven und einen negativen, und dieſes deßwegen, 
weil e die Zahl iſt, deren fogarithme = ı iff, und weil 
nach feinem Syſtem jedem logarithmen zwey gleiche und 
entgegen geſetzte Zahlen zugehoͤren. Dieſer letzte Saz iſt, 
wie ich glaube, hinlaͤnglich widerlegt, alſo fällt der ganze 
Beweis für den doppelten Werth von e weg. Ueberdem 
iſt die Vorausſetzung dieſes doppelten Werths von e des⸗ 
wegen unrichtig, weil ein logarithmenſyſtem, deſſen Baſis 
Se ſeyn ſoll, von demjenigen deſſen Baſis = e iſt, 
fo gewiß unterſchieden iſt, als ein Syſtem, deſſen Baſſs 
= io iff, von demjenigen unterſchieden iff, deſſen Bafis 


= 8 


7 
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= 8, oder fonft eine andre von 10 unterſchiedene Zahl 
ſeyn ſoll. Ferner iſt dieſe Vorausſetzung wider alle Bez 
griffe von den in analytiſchen Gleichungen vorkommenden 
beftändigen Groͤſſen: dieſe muͤſſen ganz beſtimmt ſeyn, 
ſowohl in Anſehung der Groͤſſe, als auch in Anſehung 
der Lage, ebe und bevor man die finie, welche die Glei⸗ 
chung ausdrückt, verzeichnen kann. Wenn Hr. d' Alem; 
bert ferner behauptet, es habe mit der Gleichung yer 
eben die Bewandniß, wie mit der Gleichung y= yx für ox 
die Parabel, ſo iſt es ſchwer einzuſehen, wie das eigent⸗ 
lich gemeinet fey. Die Gleichung y Vx muß deßwe⸗ 
gen quadrirt werden, weil ſie irrational iſt; das iſt die 
Urſache, warum weder y Nx, noch y=—y x die 
Parabel ganz ausdruͤckt, ſondern vielmehr die Gleichung. 
yy=x: hier muß alſo die auf die Potenz z ſchon erhöhes 
te Groͤſſe naͤmlich x! *? bende Zeichen haben. Aber Hr. 
d'Alembert wollte beweiſen, daß e, die Groͤſſe unter dem 
Exponenten beyde Zeichen haben muͤſſe: wie das nun aus 
dem angebrachten Exempel der Parabel folge, weis ich 


nicht. 
5 % g. 


Mit dem vorigen Beweiſe verbindet Hr. d Alembert 
an eben der Stelle noch einen andern. Er ſagt for man F. 
nehme auf der Axe der logarithmiſchen finte einen Punct 
Q nach Belieben, ſchneide auf der Are zwey gleiche Grits 
cke AQ, Op ab, und ziehe die Ordinate AB, PM; fo iff 
die Ordinate in Qzwiſchen AB und PM die mittlere geo⸗ 
metriſche Proportionallinie, welche allemahl einen doppel⸗ 
ten Werth hat, Qs und OR = - QS, uf. f. Das iſt 
im Grunde eben ſoviel als wenn H. d Alembert die Glei⸗ 


chung at + quadrirt, und ena 1 für die Glei⸗ 
chung der logarithmiſchen linie angenommen batte. Menn 


die oben von mir vorgetragene richtige algebraiſche Rech⸗ 
3 4 nung, 


28. 
Sig. 


360 W. Von den Logarithmen 


nung, welche auf dieſe Gleichung als eine ſolche leitete, 
die mit der Quadratice der Hyperbel zuſammen gehört; 
dieſe Form der Gleichung nicht rechtfertigte, ſo wuͤrde 
hiemit doch nichts bewieſen ſeyn. Die Linie BM N mag 
ſeyn welche fie wolle, fo kann man an bender Seiten et: 
ner Ordinate QS ein Paar andre AB, PM, angeben, 
zwiſchen welchen QS eine mittlere geometriſche Proportio⸗ 
nallinie iſt. Von der Parabel MAN, wozu die Glei⸗ 
chung y =nxx gehoͤrt, kann man eben fo beweiſen, daß 
jeder Abſeiſſe AQ zwey gleiche entgegen geſetzte Ordinaten 
QS und QR zugehören. Man nehme nämlich einen Punet 
D nach Gefallen zwiſchen A und Q, den Punct P aber fo, 
daß AD': Ar AQ: AP? wird, und ziehe die Ordina⸗ 
ten DE und PM; fo ift nun die Ordinate in Q wiſchen 
DE und PM die mittlere geometriſche Proportionallinie, 
welche einen doppelten Werth haben muß, QS und QR 


- QS. Wenn man die Gleichung quadrirt, fo folgt 


aus yy=nnx? eben daſſelbe. So wenig aber dieſe Schlüf: 
ſe beweiſen koͤnnen, daß die Parabel auf beyden Seiten 
der Abſeiſſenlinie AP gleiche und ähnliche Stuͤcke habe; 
eben fo wenig konnen es jene Schluͤſſe des Hrn. d' Alembert 
von der logarithmiſchen Linie darthun. Wuͤrde man in⸗ 


zwiſchen bey Aufloͤſung einer Aufgabe auf jene Gleichung 


vy nnx geleitet; fo wuͤrden bende Parabeln deswegen, 
weil ſie den ſogenannten Ort der Aufgabe ausmachen, zu⸗ 
ſammen gehoͤren. Hievon iſt die Anwendung leicht auf 
die logarithmiſche linie zu machen. Ihre Gleichung ex:a 


= * iſt für ſich {chon rational, und deswegen iſt es niche 


verſtattet, ſie zu quadriren, wofern es nicht wegen andrer 
Gruͤnde geſchehen muß. Dieſe ſind aber vorhanden, wenn 
man ſie als die Quadratricem der Hyperbel anſiehet, wel⸗ 
che die möglichen Flaͤchen der Hyperbel auf beyden Seis 
ten ausdrücken foll. 5 


59. KH. 
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ö 59. §. 

Weil eine Stelle in H. d Alemberts Opufcules T. I. 
pag. 222. noch in andrer Abſicht merkwuͤrdig iſt, fo will 
ich fie ebenfalls noch herſetzen. Der H. Verfaſſer trägt 
daſelbſt einen dem Anſehen nach ihm wichtig ſcheinenden 
Zweifel gegen ſeine eigene Behauptung vor, und wundert 
fig poe daß bis dahin fonft niemand darauf verfal⸗ 
en ſen. A 


„On pourroit faire contre! argument tiré des aires 
hyperboliques une objection que voici, et qui paroit 
avoir echappé A tous ceux, qui ont jusqu ici traité cette 
mati¢re, Soit AP x, PM=y, AC==a, et yr. 


( ~, n etant un nombre pair pofitiv; il eft vifible, 
a—x . 

que cette équation fera celle d'une hyperbole du degré 
n, qui aura pour aſymtote CO, et dont les deux bran- 
ches BMO, qmb, feront du méme coté de I Axe Aa, 
II eft vifible de plus, que I integrale de ydx, ou Faire 


I I I 
ABMP = BRETTEN TEE y= C1 Pett 
n ne ana? ic 


I 
Opufcules a. a. O. ſteht a vermuthlich wegen eines 
a 


I a 
) et comme les deux bran- 


Druckfehlers anſtatt — 
an 


ches BMO, qmb, appartiennent à une feule et méme 
courbe, il femble que cette integrale devroit exprimer 
auſſi Faire AQqmp, dans laquelle Ap et>AC, Ca 
pendent elle ne I exprime pas. Car quand x eft >a, Fin- 
tegrale précédente eft toujours finie, au lieu, que Faire 
AQgmp eft infinie, étant compofée des deux aires in- 
finies ABQC, qmpe. Voila done un exemple ou | équa- 
tion des aires n eſt pas aſſujettie à la loi de continuiré, 

quoi- 


—1 
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quoique celle des branches le ſoit. Or dira- t- on, ne 
pourroit · il pas en ètre de meme de f hyperbole. &quilare- 
ré? Wenn man mehrerer Deutlichkeit wegen 2m anſtatt 
n ſetzt, weil n eine grade Zahl ſeyn ſoll; fo iſt ydx 


1 I I 5 
— | 2 — — 9. ür oſitive x 
2m - 1 Spas 2m — 1 ere 8 ’ f : fo 


lange x oder AP <a bleibt, iſt dieſes Integral pofitiv, und 
wird ſchnell griffer, wenn x groͤſſer wird: unter dieſer 
Bedingung alſo giebt das Integral die Groͤſſe der Flaͤche 
ABM, und in dem Fall x= a= AC wird dieſe unend⸗ 
lich groß. g 
60, §, 

Wird in eben dieſer Gleichung die Abſeiſſe Ap>a 
genommen, ſo wird dieſes Integral negativ, und nimmt 
ab, wenn x oder Ap waͤchſt: daraus ergiebt ſich, daß die 
quadrirte Flaͤche nicht mehr zwiſchen AB und pm enthalten 
ſeyn koͤnne, fo wie fie in dem Fall x Ta zwiſchen AB und 
PM enthalten iſt. Demnach muß es an der andern Set: 
te von pm nach 's zu eine unveraͤnderliche Ordinate geben, 
wo das negative Integral anfaͤngt. Man nehme an, die 
Axe der Abſeiſſen fey auf beyden Seiten nach S und s bis 
ins Unendliche verlängert, auch verlängere man eben fo in 
Gedanken die beyden dazu gehoͤrigen Aeſte der krummen 
Linie nach V und v. Je groͤſſer man Ap oder x nimmt, 
deſto kleiner wird zwar das negative Integral fydx= 


* en — I „ 
s erreicht aber al⸗ 
2m! a= Dem am- 


1 
1 wenn man x 


= oo ſeßt, und das iſt die Flaͤche ABVS: alſo giebt es 
von p nach s zu keine Ordinate, wo dieſes Integral an⸗ 
fängt. Um nun dieſe Schluͤſſe richtig weiter fortzuſetzen, 
muß man ſich erinnern, daß x= ſetzen eben ſoviel fey 

alg 


lererſt die Grange — 
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als den Punet p nach s ruͤcken, der wegen der Natur der 
algebraiſchen Formuln ſo angeſehen werden muß, als 
wenn er mit S einerley wäre: - oc iſt mit — co in der 
algebraiſchen Zeichenſprache einerley, oder vielmehr das 
Zeichen » ſtellet die Graͤnze zwiſchen einer poſitiv wach⸗ 
ſenden, und darauf negativ wieder abnehmenden veraͤnder⸗ 
lichen Gröſſe vor. Wenn Ap waͤchſt, ſo wird sp kleiner, 
in dem Fall Ap r os iſt sp o. Soll nun Ap negativ 
wieder abnehmen alſo p an der andern Seite von Cin R 
fallen, ſo muß zugleich sp durch die Graͤnze o in den ent⸗ 
gegen geſetzten Zuſtand SR übergehen: nun iff AR ein 


negativer Werth von x, und es iſt fydx= 


2m — 1 


att 1 APE. 
— — ieſer th iſt klein 

¢ ee gael ). Dieſer Werth iſt kleiner 
als der, welcher mit der Graͤnze x== © zuſammengehoͤr⸗ 
te, es muß alſo die Fläche ABNR gemeint ſeyn, die auch 
noch weiter abnimmt, wenn Ak abnimmt, und alsdenn 
allererſt verſchwindet, wenn AK So if. Aus die. 


fem allen folgt, daß das Integral fydx = — 
| er 2m —1 


I I 


Gen am 
poſttiv und groͤſſer als a genommen wird, eine Glade aus: 
druͤcke, die ſich von pm nach s hin uͤber alle Graͤnzen hin⸗ 
aus, und wieder von s oder 8 durch R bis nach AB er⸗ 
ſtrecke. Einer ganz richtigen algebraiſchen Rechnung ge⸗ 
mäß hängt alſo pmys mit VSAB nach dem Geſetze der 
Stetigkeit zuſammen. 


—), in dem Fall, wenn CPR 


61. §, 
Man kann den Punct A in der Abſeiſſenlinie wo 
man will nelynen, hiedurch wird die Conſtans a Rn 
; Man 
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Man nehme ihn in 8 an, fo iſt CS Da zwar unendlich 
groß, aber es wird auch zugleich sk x unendlich groß, 
und CP =CS—SP= wo —x bleibt eine endliche veraͤn⸗ 
derliche Groͤſſe. Einer folchen Abſeiſſe SP it nun auf 
der andern Seite sp entgegen geſetzt: denn wenn man 
_Cp=—CP nimmt, fo iſt Cp==_—o-+x= —Cs4 sp; 


Demna i fyd — Ma eS 
ne 2m — 1 ( (CS — SPy’mm* 


1 he oni ; R 
— 5 ‚ und in dieſer Gleichung mag ſich SP wie 

> i = 
man will ändern, fo bleibt doch allemahl Bar <0; 


1 
1 


am— f (CS 
SP=xz=o iſt dieſes Integral So, es hat alſo feine Anz 
fangsgraͤnze im unendlich weit entfernten Punct Ss. Wenn 
SP Dx waͤchſt, alſo CP abnimmt, fo waͤchſt dieſes Inter 
gral, und behält fo lange das Zeichen +, bis SCs, 
oder CP o, und das Integral ſelbſt unendlich groß wird. 
Indem man fo von 8 nach C zu ſummirt, bleiben alle⸗ 
mahl die Rechtecke ydx poſitiv, weil dx Ineremente von 
SP find. Soll nun P über C hinaus nach p rücen, fo 
muß zugleich S in s fallen: denn es kann nicht CP durch 
o in Cp Sg - C übergehen, wenn nicht zugleich SP 
durch die Grange ao in — sp und CS in — Cs uͤbergehet, 


1 
am — 1 (—Cs+x)m-t om 
spo iff dieſes Integral S — o, eben wie es für 
sP=o war. Nun iſt sp eine negative Abſeiſſe und 
ihre Ineremente find negative dx. Indem man alfo 
von s nach p ſummirt, kommen keine andre als ne- 
gative Rechtecke ydx in die Summe: daher ift zu 
5 ydx 


. Gir. 


und man erhält ſydx = 


alſo iff nun ſydx 
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g 1 1 - 3 
= — — u 
fydx rene an ATR negativ, und dies 
fer negative Werth wird gröffer, wenn sp groͤſſer, alfo 
Cp kleiner wird, bis zuletzt wenn sp = Cs, oder CPS o 
wird, das Integral fydx die Graͤnze — es erreicht. 


62, 9. 


Hieraus wird es vollkommen begreiflich, was es für 
einen Erfolg haben muß, wenn in der allgemeinen Glei⸗ 


I 1 > 
ung ſydx a a a die 
ch 9 y 2m 1 (a 3 pee 


Conſtans a eine endliche Groffe, und wie im 60. $, a= 
CA angenommen iſt. Hiedurch wird die Reihe der poſiti⸗ 
ven Rechtecke ydx, die bey S anfangen und ſich bey C eu⸗ 
digen, um die Summe aller derjenigen vermindert, die 
bey S anfangen und ſich bey A endigen, oder welches ei— 
nerley ift, man vermindert die poſitive Flaͤche VSCO um 
das Stuͤck VSAB. Wenn aber eine pofitive veraͤnderliche 
Groͤſſe mit einer andern nach dem Geſetz der Stetigkeit 
zuſammen haͤngt, und o die Graͤnze zwiſchen beyden iſt; 
ſo kann man die poſitive Groͤſſe nicht um ein gewiſſes 
Stuͤck vermindern, ohne daß man die damit zuſammen⸗ 
hängende negative um eben dieſes Stuͤck vermehren wir: 
de. Vermindert man die poſitiven Abſeiſſen einer krum⸗ 
men linie um die beſtaͤndige Groͤſſe b dadurch daß man den 
Anfangspunet der Abſeiſſen um die Diſtanz b vorwaͤrts 
ruͤckt; ſo werden zugleich alle negative Abſciſſen um eben 
dieſes Stick vermehrt. Vermindert man die poſitiven 
Ordinaten dadurch, daß man mit der vorigen Abſciſſenli⸗ 
nie eine andre in der Entfernung b parallel legt; ſo wer⸗ 
den zugleich alle negative Ordinaten um einen Theil vers 
groͤſſert, der Sb iſt. Hievon macht man leicht die Anz 
wendung auf die bisher betrachtete Integralformul, und 
die vermittelſt derſelben quadrirte Flaͤche. Die Theile 
8 VSCO; 


47. 
Sig. 
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VSCO, vsCO, als algebraiſche Groͤſſen betrachtet, graͤnzen 
im unendlich weit entfernten Punet S oder s aneinander; 


Wenn alſo anſtatt der Graͤnze bey S oder s zwiſchen dem poſi⸗ 


tiven und negativen eine andre AB angenommen wird; fo 
bleibt nur AB CO poſitiv, AB Vs aber kommt zum negativen 
hinzu. Die negative Fläche fängt bey Ag an, und erſtreckt ſich 
durch S oder 5, ferner durch er und p bis wieder an CO, 


63. $. 5 
Wenn man behaupten wollte, daß die Flaͤchen der 
Hyperbel der Ordnung zm 1, wozu die Gleichung y 
0 8 = gehört, nicht nach dem Geſetz der Stetigkeit 
a - i 
zuſammen hängen; fo hieffe das zugleich behaupten, daß 
die Aeſte ihrer Quadraticis nicht nach dem Geſetz der Ste⸗ 
tigkeit zuſammen hängen. Setzt man fydx==z, fo iſt 
1 1 1 oe 

22 4 — — die Gleichun 
® am—ı (a — m-! mar) ch 9 
der Quadraticis, Es fey WV die Abſeiſſenlinie, A der 
Anfangspunet AC=a, AT=x, TM=z, fo waͤchſt 
TM ſo lange bis T in C fällt, und CK auch ruͤckwaͤrts 
nach L verlängert wird eine Aſymtote. Wird At NAC 
genommen, fo wird 2 = tm negativ und tm nimmt ab, 
wenn At waͤchſt, fo lange bis mit At = © die Ordinate 
> zuſammen gehdet, Auch A= oo 


am - 


VX 


‘ 

giebt WZ=— —— = VY, alfo find WV, ZY, pas 
am 

rallel, und ZY iſt die andre Aſymtote. Wird Aw = 


—x kleiner, fo wird zugleich WZ kleiner, bis endlich AW 
und WZ zugleich verſchwinden. Die Abſeiſſenlinie liegt 
mit der Aſymtote ZY in der Entfernung W 


2m 1 
am 


- paral 
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parallel. Ware ZY ſelbſt die Abſeiſſenlinie; fo wuͤrden 
mit gleichen Abſeiſſen DF und DE == - DF, oder ZF 
und YE=— ZF gleiche und entgegen geſetzte Ordinaten 
zuſammen gehoͤren. Durch Verruͤcküng der Abſciſſenlinie 
von ZY nach WV werden alle poſitive Ordinaten um das 


Stuͤck w Ef vermindert, und zugleich alle ne⸗ 
gative Ordinaten um eben ſoviel vergröſſert. Wird mr 
geſetzt, ſo gehört 2 — = für die Hyperbel der drit⸗ 
ten Ordnung, und die Quadratix, wozu die Gleichung 
— 4 gehört, iſt die apollonianiſche Sypers 


t= 


t— 
bel. Soviel ich weiß, ift es nie bezweifelt worden, daß 
die Aeſte der letztern nach dem Geſetz der Stetigkeit zus 
ſammen haͤngen, ſo wie es auch niemand bezweifelt, wenn 
von den Aeſten der uͤbrigen Hyperbeln die Rede iſt. 


64. §. 

Aus dem uͤbrigen Sul der beyden im 5. §. ſchon 
angeführten Abhandlungen des H. d'Alembert muß ich 
noch einiges von dem auszeichnen, was der H. Verfaſſer 
theils dem H. Euler, theils dem Herrn de Foncenex ent⸗ 
gegen geſetzt hat, weil dieſer in den Mifcellaneis Societa 
tis privatae Taurinenſis Tom 1. dem H. Euler in der 
Hauptſache beypflichtet. Dem Bernoulliſchen Beweiſe 


- ir —d d 

aus der Differentialgleichung aoe a = (45. ö.) 
—x 

hatte H. Euler unter andern entgegen gefeßt, man koͤnne 

eben jo beweiſen, daß lux = lr fey, weil man auch 


ndæ d e 
d r- e d. lx findet; ein Satz von dem 
e 7 f 


Hr. Euler ſagt, daß ihn Hr. Bernoulli ſelbſt ohne Bu 
e 
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fel fir falſch erklaͤren würde, und den ja wohl ein jeder 
für falſch erflären maß. Inzwiſchen thut es Hr. d' Alem⸗ 
bert nicht, ſondern er ſagt ausdruͤcklich: je ne vois pas ce 
que cette conféquenee avoit de choquant. So wie er 
ſich aber darüber erklaͤrt, hat freylich der Satz Inx — Ix 
nichts anftöfliges, wenn nämlich von verſchiedenen Sys 
ſtemen die Rede ift: in einem und eben demſelben Sy: 
ſtem kann doch wohl unmöglich lnx S lx ſeyn, und eben 
dieſes iſt es, was aus der obgedachten Art zu ſchlieſſen 
folgen wuͤrde. Hr. d Alembert ſelbſt will ja auch nebſt 
dem Hrn. Bernoulli auf dieſe Art beweiſen, es ſey 
log. nat. — x S log. nat. Ex Doch es wird darauf ane 
kommen, was Hr. d Alembert beybringt, um dieſes alles 
zu rechtfertigen. 


s En effet (fo heißt es auf der 194 Seite) qu’eft- ce 

que Ix en regardant x comme Pordonnée d une Loga- 
rithmique? e eft le logarithme du rapport de x A une or- 
donnée b, que l'on prend pour unité (Hr. d' Alembert 
nimmt alſo an dieſer Stelle felöft den Begriff eines Loga⸗ 
rithmen fo an, wie ich mich oben im 16. §. darüber er: 
klaͤrt habe). Qu’ eft ce que lux? C eft en general le lo- 
garithme du rapport de nx a une ligne quelconque c, 
que lon prend pour Punité, Si on fait e b on trou- 


vera aifément, que log. II, ou Inx 
0 b b 
rk la; mais fi on fait e nb, on aura = 
n 
I-=k. En general il eft evident, que fi on prend 


In pour zero, ou ce qui revient au meme, fi on prend 
> — — 7 . 

n pour repreſenter P'unité, Inx fera égal au logarithme 
de x. Pourquoi done en prenant —~a pour teprefenter 
uni- 
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Tunitè, e eſt a dire, pour le nombre dont le log o, 
n auroit · on pas Inx==1—- x= Ix? b 

Ich kann nicht finden, daß dieſes alles mehr ſagen 
wolle, als ſoviel: die logarithmen ſind gleich, wenn die 
Verhäͤltniſſe gleich find. Nach der eigenen Erklärung des 
Hrn. d' Alemberts, die an dieſer Stelle wenigſtens ſehr 
deutlich angetroffen wird, will nun die Gleichung 1—x 


lx nichts anders ſagen, als es fey Ver 
- r I 

r. d'Alembert giebt nämlich zu, daß Inx nicht — 1x jenn 
koͤnne, wenn die Einheiten einerley find, womit man x 
und nx vergleicht. Dagegen ſagt er, wenn die Einheit, 
womit x verglichen wird = b, diejenige aber, womit man 
nx vergleicht nb genommen werde, ſo fey = lux; 


2 a € nx 
das heißt nach feiner eigenen Erflarung 1 eae 
3 n TI 
Hierauf folgt nun der Zuſatz: wenn alſo n= — x, oder 
—1 ſelbſt die Einheit iſt, womit man ox, alſo nun 
— x, vergleicht, warum ſollte nicht lux = = x= Ix ſeyn? 
demnach kann dieſe Frage nichts anders, als ſo viel ſagen 


2 nx ot x 
wollen: warum follte nicht! — ! — = 1 ſeyn? 
n rer’ Dn 


das hat Niemand beſtritten, und es wird nie beftritten 
werden. | 
6. 


Hr. Euler hatte geſagt, wenn man die Gleichung 
lux kk gelten laſſe, fo beſtehe die logarithmiſche Linie 
nicht aus zweyen, ſondern unzählig vielen Stuͤcken. Auch 
dieſe Folge laͤugnet Hr. d Alembert, und ſetzt die Urſache 
hinzu: wenn man lux lx ſetze, fo verruͤcke man nur den 
Anfangspunct der Abſeiſſen. Allein ſo viel ich einſehe, 
wird hiedurch der Sinn der Streitfrage wiederum vom 
Hrn. d'Alembert ganz verändert, 4 Bey ihm iſt Inx fo viel 

a als 


44. 
Jig. 
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nx A „ 7 . 
als 1——5 wenn nun in der logarithmiſchen Linie MN, 
n 


die Ordinate PM=x, AB =I, alſo AP lx iſt; wenn 
ferner LN nx und Gn iſt, fo iſt freylich GI. = 


LN nx 
1 alſo AP = lax — In oder AP ln 
. 


zirx=GL+In Will man nun wieder x ſtatt nx 
ſchreiben, und die Gleichung GL. EIn Ix ſtatt der vori⸗ 
gen AP = k nehmen, fo heißt dieſes freylich nur, den 
Anfangspunct der Abſeiſſen von A nach G ruͤcken. Aber 


beym Hr. Euler heißt Inx nicht fo viel als ——, fondern 
n 


. nx Urey yep; 

vielmehr fo viel als! ——, wo eben diejenige Einheit ver: 
1 

ſtanden werden muß, womit man x vergleicht. Waͤre 


. d d 
nemlich der Schluß richtig — * + - „ afol—x 


— X 


ad 
—1+x, fo muͤßte man auch ſchlieſſen koͤnnen, — 
3 nx 


d 
Br alſo Inx= Ix, was auch n bedeutet. Es kann dem: 


X 

nach n jede linie bedeuten, die von derjenigen unterſchieden 
iſt, welche man S geſetzt hat: und wenn dieſes ift, fo 
wird die Gleichung Ak nx für jede Abfeiffe unzaͤhlig 
viele Ordinaten geben, alſo die Knie unſtreitig unzaͤhlig 
viele verſchiedene Aeſte bekommen. Uebrigens iſt es eine 
allgemein bekannte Sache, daß zwar eine und eben dieſel⸗ 
be logarithmiſche Linie unzaͤhlig viele logarithmenſyſteme 
ausdruͤcken koͤnne, aber aus keiner andern Urſache, als 
weil man bey der erſten Vorausſetzung die Freyheit hat, 


die Subtangente, oder welches auf eins hinaus läuft, 


den 
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den logarithmen eines angenommenen Verhaͤltniſſes durch 
jede beliebige Zahl auszudruͤcken. Es iſt aber auch ferner 
ausgemacht, daß ſich das Syſtem ſogleich aͤndere, wenn 
man die Subtangente, oder auch den logarithmen eben 
deſſelben Verhaͤltniſſes, durch eine andere Zahl ausdruͤckt. 


Wenn alſo in dem erſten Syſtem Res gewefen ift, fo 
I 
kann in dem zweyten A=] 2 ſeyn. Aber alsdenn iſt 
7 . 


; : x 0 * 
in dem zweyten nicht mehr A=1—, wofern man nicht 
1 — 


glauben will, es koͤnne im briggiſchen Syſtem liom 
2 D TON io AN 10 u. ff. ſeyn. Es fey 


alſo in dem zweyten Syſtem L=1—, die Bafis des ere 
I 


ſten e, die Bafis des zweyten b, fo wird x, und bY 

=x, Wenn nun bel ift, fo wird 9 er, folg⸗ 

lich LAL, oder L=—: mithin wird der Modulus 
2 


5 
des zweyten Syſtems S — wenn der Modulus des er⸗ 


2 
fin =: iff. Alles dieſes find ganz bekannte und unlaͤug⸗ 
bare Saͤtze: alſo wird der Satz, daß le = lux ſeyn fönne, 
wenn man ihn ſo erklaͤrt, wie ihn ein Jeder natuͤrlicher 
Weiſe verſtehen wird, nur zugegeben ſeyn, wenn von ver⸗ 
ſchiedenen Syſtemen die Rede iſt. Es ſcheint, daß Hr. 
d'Alembert dieſes auch endlich ſelbſt eingeſtehe, er ſetzt 
aber hinzu, wenn gleich zugegeben wuͤrde, daß die Vor⸗ 
ausſetzung lux lx nur von verſchiedenen Syſtemen gelte, 
ſo wuͤrde doch nicht folgen, daß es auch noch bey der Vor⸗ 
ausſetzung! — x lx wahr fey: denn er habe das Gee 

Aa 2 gen⸗ 
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gentheil bewieſen. Hr. d Alembert hat aber, wie aus mei⸗ 
nem bisherigen Vortrage erhellet, nichts weniger bewie⸗ 


en. 


fen, als 851 = wohl aber, daß 1 * — 
I 


45 fey, und das iſt es gar nicht, worauf hier die Sa⸗ 
7 4 a 


che ankommt. 
pe ened 

Wenn Hr. Bernoulli behauptet hatte, es fey 1— 1 
=1+1=o, fo folgert Hr. Euler daraus, es muͤſſe dem⸗ 
nach auch lf{—1=09, 11 
f. f., womit aber die ſonſt bekannten lehren von den un⸗ 
möglichen Groͤſſen nicht beſtehen koͤnnen. Hr. d' Alembert 
findet auch in dieſen Folgen nichts ungereimtes, und ſeine 
Aeuſſerung daruͤber auf der 195. S. iſt folgende. 

En effet tout fyftéme de Logarithmes eft arbitraire 
en foi; et il eft clair, que o, o, o, o, ete. formant une 
progreflion Arithmetique , je puis au deffus d'une pro- 
greflion Géométrique queleonque imaginer une fuite de 
zeros, qui ſeront chacun les logar. du nombre qui leur 
repond. Ainfi pofant o pour le Logarithme de 1 et 
de — 1. j aurai o pour le Logarithme de Y—ı et de 


—i1+/—3 


So ſeyn u. 


„* 


2 

Aber heißt das nicht wieder den Sinn der Streit: 
frage ganz verändern? Die Frage iſt nicht; ob ſich ein 
Syſtem angeben laſſe, worinn 4-1 I- I IV- fete. 
=o ſey; es iff vielmehr die Frage, ob in den gebraͤuchli⸗ 
chen Syſtemen, im Natuͤrlichen, Briggiſchen und ane 
dern, die davon nach einem beſtaͤndigen Modulo abhaͤn⸗ 
gen 1 1, 1/1, und ſ. f. So ſey. Auf die Art 
kann man behaupten, es fey 23. 12 ==1002; und 
wenn 
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wenn jemand entgegen ſetzt, dieſes ſey wider alle Rech⸗ 
nungsregeln, ſo darf man nur folgendes antworten. Die 
Art, wie wir unſere Zahlen ſchreiben, iſt ganz willkuͤhrlich, 
anſtatt deſſen, daß man die erſten neun Zahlen durch ein⸗ 
fache Ziffern ausdruͤckt, kann man auch, wie Weigel ge’ 
wieſen hat, die erſten drey Zahlen durch einfache Ziffern 
ausdruͤcken, und alsdenn die Werthe der Claſſen von der 
rechten gegen die linke Hand in ratione quadrupla ſteigen 
laſſen, wenn fie gleich font in ratione decupla ſteigen. 
Dann aber iſt 23 — eilf, und 12 ſechs; aber ſechsmal 
eilf iſt ſechs und ſechzig, und eben ſoviel druͤckt die Ziffer 
1002 bey der angenommenen Vorausſetzung aus. So 
wenig hiedurch dargethan werden kann, daß nach dem 
einmal eingefuͤhrten deeadiſchen Algorithmen 23. 122 
1002 ſey: eben ſo wenig beweiſen auch die Schluͤſſe des 
Hrn. d' Alembert, daß in den gebräuchlichen Syſtemen 
1—1, / - n. ſ. f. So fey, und dieſes iſt es doch 
eigentlich, was gelaͤugnet wird. 


Hr. Euler ſchließt weiter, wenn 1/1 o fen, 
fo muͤſſe der Satz falſch ſeyn, davon ſelbſt Hr. Bernoulli 
der Erfinder iſt, daß der Halbmeſſer ſich zum Quadranten 
verhalte, wie 7— ily — 17, und hierauf erwiedert 
Hr. d'Alembert folgendes. Si dans cette propoſition 
1-1 ef pas So, mais imaginaire, cela vient du 
fyftéme de Logarithmes, que l'on ſuppoſe dans & qua · 
tion entre les ares de cercle z et leurs ſinus x. En effet 


dz = ap ‘donne d= Pyle = 
ya) Ya-ı) 
— dx 1 Pe eee 1 
— — ——; dou Pon tire 2 
jr el 
— 


1— Cette equation appartient a un fy- 

xy (aa) 3 

ſteme de Logarithmes tel, 1) que la foutangente de la 
\ A Loga- 
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Logerithmique, qui le repreſente, ſoit 


dire imaginaire, 2) que le Logarithme 3 8 

0 — ea) 
ſoit imaginaire en donnant à x toutes les valeurs poſſibles 
depuis O jus qua units. C'eſt un fyftéme, qui n'a 
rien de commun avec I &quation‘de la Logarithmique x 
ly, dans laquelle y eft {uppofée toujours reelle. Al- 
lein, entweder die Integration iſt falſch, oder das! bedeu⸗ 


? ; Bis, —1 
tet hier den naturlichen fogarithmen von - 


f TVU 


und das Syſtem mag durch den Modul — veraͤn⸗ 
F - Ss 


bert werden, wie es wolle, fo muß doch durch die Divis 
ſion mit dieſem Modul das natuͤrliche Syſtem wieder her⸗ 


— I] 


aus kommen, alſo 2 — 1 log. nat. 


5 
ſeyn, welches fir x t dieſe Gleichung giebt ze — 1 
log. nat. / — 1, mithin giebt Hr. d Alembert hier zu, 
daß log. nat. / 1 nicht So ſey. 


67. F. 
Wenn man im 36. 6. a=ı ſetzt, fo iſt daſelbſt 
f=1l—a, l= log, + 1=0,. und die daſelbſt gefunde⸗ 


Leyen fi f 
ne Gleichung verwandelt ſich in folgende bck ses — 


k+ı 

1 LE ee ee 
m m 
Gleichung findet H. Euler in feiner oben ſchon angefuͤhr⸗ 
ten Abhandlung: was bey ihm y unden iſt, das iſt hier 
£ und m, anſtatt 2kx T 1, welches hier uͤberhaupt eine 
ungrade Zahl vorſtellet, ſchreibt H. Euler 21. eo 

: alfo 


der verneinten und unmdͤglichen Griffen. 375 


alſo dieſe Euleriſchen Zeichen gebraucht werden; fo hen 
2 —1 2 — 1 
*) Vr. 


a + (fin. 
270 n n 
Die daraus im 36. F. ferner hergeleitete Gleichung giebt 
f=+(ck+1)a¥ —1, aſſo nach H. Eulers Bezeich⸗ 
nung y (2 — 1) * Y- 1. Aus jener Gleichung 
aber ſoll nach H. d'Alembert (a. a. O. 197. f.) auch y=o 
folgen, und das kurz und gut deswegen, weil 1 I datz 
aus wird, wenn man y=o und n= es ſetzt. Derglei⸗ 
chen Arten mit Gleichungen umzugehen befremden ganz 
ungemein in einer Abhandlung, die einen d' Alembert zum 
Verfaſſer hat. Man kann ja eben ſo gut y jeder voͤllig 
willkuͤhrlich gewahlten endlichen Zahl gleich und n= co 
ſetzen, man erhält immer r= 1. Eben fo ſehr befrem⸗ 


man 14 = cof. 


det es, wenn Herr d' Alembert aus der Gleichung ı * 
- n 


DA—I 2A — 


or + (fin. ) t den Werth 
n BE 


y =o noch auf eine andre Art fo herleiten will. „Man 
ſetze n = co, fo hat man 1 y: coſ * VWL 
ſin. 20, oder 1 y:n=1, alfoy==o., Nein; man 


hat 1 2 = cof (2 — + (an. (an 9) yon, 
a : n ; n 


= cof, 


1 vit T 
a 


ar ar R net, 
— ſin.— 2 ——: alſo wird vielmehr ı + 2 = 
n n n 


=ıtr , und das giebt /S N Y- 1. Hr. 


d' Alembert wuſte gewiß fonft beſſer, daß es ſehr bekannten 
Rechnungsregeln zuwider fey, das unendlich kleine fo wie 
: Aa 4 er 
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* 0 
er es hier macht, an der einen Seite der Gleichung beyzu⸗ 
behalten, und an det andern Seite wegzulaſſen. Ja 
ſelbſt alsdenn, wenn die Gleichung + y:n=ı auch 
richtig aus der Dorausfeßung folgte, wuͤrde man doch 
nichts weiter als y=o.n daraus ſchlieſſen koͤnnen, wel⸗ 
ches ein ganz unbeſtimmter Werth iſt, den man keineswe⸗ 
ges fo ſchlechthin Do ſetzen kann. Ueberdem iſt die Vor⸗ 
ausſetzung A=n= oo ganz wider die Natur der Sache, 
ſie widerſpricht den Gruͤnden worauf die ganze Rechnung 
gebauet iff, Wenn auch n eine endliche Zahl ware, fo 
muͤſte doch A nie gröffer als zu genommen werden: fol 


; 2 ; 
aber n unendlich groß werden, fo muß — keinen endli⸗ 
n 
chen Werth erreichen. (3 5. H.) 


68. §. 

Gegen den Satz ſelbſt, daß jede Zahl unzaͤhlig vie⸗ 
le algebraiſche Logarithmen habe, und gegen den Beweis 
deſſelben, womit Hr. Euler ihn beſtaͤtiget, bringt Hr. 
d Alembert an der angezogenen Stelle weiter keinen Zwei⸗ 
fel vor; inzwiſchen iſt er doch nicht fo ſchlechterdings mit 
dem Hrn. de Foncenex zufrieden, welcher in den Mifcel- 
laneis ſocietatis privatae Taurinenſis der lehre des Hrn. 
Euler beytritt: er ſetzt ihm in dem Supplement au me- 
moire fur les logarithmes des quantités negatives, auf 
der 210 und f. S. der Opuſcules Mathematiques foldje — 
Zweifel entgegen, die auch gewiſſermaſſen wider die Theo⸗ 
rie des Hrn. Gulers gerichtet ſind. Allein wofern man 
den algebraiſch richtig geführten Beweiſen das nicht abſpre⸗ 
chen will, was ihnen doch ſonſt allgemein zugeſtanden 
wird, daß fie eben die Ueberzeugung bewirken, wie die 
reinen geometriſchen Beweiſe; ſo kann man zum voraus 
verſichert ſeyn, daß dergleichen Zweifel nur von einem 
Mißverſtande herruͤhren muͤſſen. Ich werde in meinem 

; folgen: 
8 
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folgenden Vortrage dieſen Zweifeln ebenfalls abzuhelſen 
ſuchen: nur eine Bemerkung will ich beyfuͤgen, welche die 
Art betrift, wie man am beſten und ficherften eine ſolche 
Gleichung zu behandeln hat, worin für eine veraͤnderliche 
Groͤſſe eine ihrer Graͤnzen o oder oo geſetzt werden foll, 
um zu erfahren, was fie alsdenn für eine Form annehme. 
Bevor man noch die Vorausſetzung macht, daß die veraͤn⸗ 
derliche Groͤſſe eine dieſer Graͤnzen erreichen ſolle, muß man 
der Gleichung eine ſolche Form geben, daß man zum vor⸗ 
aus ſehen kann, wenn für die veraͤnderliche Groͤſſe ihre 
Graͤnze geſetzt wird, es muͤſſe eine Gleichung uͤbrig blei⸗ 
ben, die kein unendlichkleines oder unendlichgroſſes weiter 
enthaͤlt, ohne daß diejenige Groͤſſe mit aus der Rechnung 
wegfalle, die man eigentlich zu beſtimmen ſuchte. Ich 
habe im 35. H. dieſes Verfahren umſtaͤndlich auf die Glei⸗ 
chung angewandt, woraus kl ga gefunden werden ſoll⸗ 
te, auch im 35. §. weil es nicht noͤthig war alles wieder 
aus dem 35. . abzuſchreiben kurz bemerkt, daß man eben 
fo mit der Gleichung umgehen muͤſſe, aus welcher 1—a 
gefunden werden ſollte: hier will ich zum Ueberfluß die 
Anwendung auch auf die Euleriſche Gleichung machen, 


woraus ymlı gefunden werden ſoll. Sie iſt + 
n 


Owe I 
sx cof. 


Au 
"+ PER und das n 
n 


n . 
mag ſeyn was es will, fo folgt aus dieſer Gleichung 7 


* 
ncof, ? 


— Am I 
1 4. (n fin. 1 1 n, oder 
n n 


2N— 1 


7). 


2N—1 


y= fin, a) f—1—n(t— cof. 


1 


Es iſt aber 1 — col. 


2 —1 2—1 
r = ſinv. 


n 
Aa 3 2 (fin. 


= 
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N 
2 (fin, 2 m), alſo erhalt man y = + 
n 


2 —1 
aw), Nun 
n 


RA 
(n fin, 3 ¥—1—2n (fin, 

n 3 
allererſt iſt es Zeit n= co zu feßen, fo wird die Grange 


Bl 
afın, 


I 
* (2 — 1) r, und man findet y=+ 


A— : 

(N- ) TY 1-2 (21). fin, . Weil 
n 

nun der zweyte Theil dieſer Formul wegen des Faetors 

Gide nichts anders als o ift, fo hat man y= 


+a@r— 1) V- 1, wie es H. Euler findet, und wie 
es auch aus der allgemeinen Formul im 36. H. folgt, wenn 
Ila, hier SI es geſetzt wird. 

Man rechnet freylich gersöfnlich etwas flüchtiger bey 
Unterſuchungen dieſer Art, man häft ſich an die allgemein 
bekannten Regeln, das Unendlichkleine verſchwinde ge⸗ 
gen das Endliche, das Endliche eben ſo gegen das Un⸗ 
endlichgroſſe u. ſ w. (woruͤber ich mich in der voranſte⸗ 
henden 1. Abhandlung umſtaͤndlicher erklaͤrt habe). Geuͤb⸗ 
te Analyſten koͤnnen allerdings nach dieſen Regeln richtig 
rechnen und Herrn Eulers Schriften zeugen davon durch⸗ 
gaͤngig: mir ift darin bisher fein Exempel einer fehlſamen 
Anwendung jener gemeinen Regeln der ſogenannten Rech⸗ 
nung des Unendlichen vorgekommen. Daß ſie bey dem allen 
doch groſſe Rechner zu Fehlſchluͤſſen verleiten koͤnnen, und 
nur gar zu leicht verleiten, wenn ſie den wahren eigentli⸗ 
chen Sinn dieſer Regeln nicht immer vor Augen behalten: 
davon giebt der Inhalt des 67. H. ein merkwuͤrdiges 
Wa 


69. $. 
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69. §. 

Eine algebraiſch unmoͤgliche Groͤſſe kann man eben 
darum nicht durch eine geometriſche Confiruction darſtel⸗ 
len, weil die Formul fodert, daß etwas geleiſtet werden 
ſoll, was wegen andrer Bedingungen, die mit in der vor⸗ 
gelegten Aufgabe liegen, nicht geleiſtet werden kann. 
Wenn aber die unmoͤgliche algebraiſche Groͤſſe unter einer 
Form, wie by —1 vorgelegt ift, fo kann man den moͤg⸗ 
lichen Factor b geometriſch darſtellen: genug wenn man 
bemerkt, daß die ſo dargeſtellte geometriſche Groͤſſe das 
noch nicht fey, was man ſuchte. Selbſt bY— 1 kann 
durch entgegen geſetzte geometriſche Operationen wieder in 
ein mögliches b oder bb verwandelt werden, und hiernaͤchſt 
bey andern Conftruetionen als mögliche Groͤſſe dienen. 
Für die Hyperbel hat man die bekannte Gleichung yy 


n- aa) und man nennt 2b ihre zugeordnete Axe, 
aa 


fo wie 2a die Zwergaxe, wenn gleich die Hyperbel in dem 
Sinne, wie es hier gemeint iſt, keine zugeordnete Axe 
hat, fo wie auch die Gleichung yy==— bb für x So ans 
zeigt, daß y= bf —1 unmöglich fey. Inzwiſchen zeich⸗ 
net man doch eine grade linie Sb auf der Zwergaxe im 
Mittelpunct ſenkrecht, nicht anders als wenn es die halbe 
zugeordnete Axe waͤre, und das um deswillen, weil dieſe 
grade Linie, die ein mögliches b vorſtellet, bey andern Cons 
ſtructionen dienen kann, um das geſuchte zu finden. Ein 
bekanntes ganz leichtes hieher gehoͤriges Exempel iſt, wenn 
aus beyden a und b die Excentricitaͤt der Hyperbel k 
Y (aa- bb) gefunden werden fol, Man betrachtet die 
Sache fo, als wenn b eine Applicate der Hyperbel im 
Mittelpunet ware, und in einem ähnlichen Sinne laſſen 
ſich auch andre unmigliche Applicaten der Hyperbel zwi⸗ 
ſchen beyden Scheitelpuneten, oder vielmehr nur die moͤg⸗ 
lichen Factoren der unmoͤglichen algebraiſchen Formuln für 
dieſe Applicaten, geometriſch darſtellen. 


70. §, 
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5 0. : 

Es ſey die gleichſeitige Hyperbel wie gewoͤhnlich zwi⸗ 
ſchen ihren Aſymtoten, TV, XY, verzeichnet, und die 
halbe Zwergaxe CA, welche der halben zugeordneten Are 
CE in dem Sinne gleich iſt, wie es im 69: F. bemerkt 


ward, fey 1 angenommen; ferner fen MP y eine 


rechtwinklichte Applieate, womit auf der Zwergaxe die Ab⸗ 
feiffe CP = x zuſammen gehört: fo hat man für die Hy⸗ 
perbel die Gleichung y. (xx— 1). Man weiß, daß 
bende Werthe nur fo lange möglich find, als X I 
und —x>— 1 genommen wird: inzwiſchen nehme man 
CQ<1, fo wird /S (C-) NYC C 
Vr. Man mache die Applieate QG=+yY (1I-CQ) 
und QH=— - CQ), fo wird die der Abſeiſſe x 
CQ zugehörige Applicate y QGY —1 und +QG 


2 a =—yf—ı Dieſemnach iff QG eine uns 
—1 

mögliche Appficate der Hyperbel in eben dem Verſtande, 

in welchem man ſonſt von einer unmoͤglichen halben zuge⸗ 

ordneten Axe der Hyperbel redet; es wird nämlich y= 

+ i fir „So, oder y NI. VI. Nimmt 

man nun CE = CF =, fo wird CE J, und 


＋ CE 2 =—yy—ı Auf eben die Art kaun 


man für alle x, die zwiſchen den Graͤnzen T1 und — 
fallen, die dazu gehoͤrigen Applicaten zeichnen, welche 
zwar an ſich mögliche Groͤſſen find, aber deßwegen hier 
als unmoͤgliche Groͤſſen in der Rechnung vorkommen, weil 
ſie die Hyperbel nicht ſchneiden koͤnnen, und eben darum 
als Applieaten der Hyperbel betrachtet unmoͤglich ſind. 
Man ſetze 22 VC Y), fo wird für die Hyperbel 
y=2/—ı, aber 2 TVC -) iff eine Gleichung 
fuͤr den Kreis, welcher aus dem Mittelpunet C mit dem 


Halbmeſſer CA= x beſchrieben werden kann. Alle Ap⸗ 
5 : pliea⸗ 
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plicaten dieſes Kreiſes find unmoͤgliche Applieaten der Hy: 
Y = tyy—ı iſt: aber auch 
— IL 7 

umgekehrt, alle Appliraten der Hyperbel ſind unmoͤgliche 
Applieaten des Kreiſes, weil == 1 if Hieraus 
folget, daß der Kreis ein unmögliches Stuͤck der Hyperbel 
ſey, ſo wie die Hyperbel ein unmoͤgliches Stuͤck des Krei⸗ 


ſes iſt. 1 
71. F. 


Der Kreis haͤngt mit der Hyperbel in zweenen Pun⸗ 
eten A und B zuſammen: deswegen giebt es Bogen, die 
in der Hyperbel den einen Endpunct wie M, und im Krei⸗ 
fe den andern Endpunct G haben. Alle Bogen von Dies 
ſer Art koͤnnen ſowohl unmoͤgliche Bogen des Kreiſes, als 
auch unmoͤgliche Bogen der Hyperbel heiſſen. Beyde 
krumme Linien haben bey A und B eine gemeinſchaftliche 
Tangente, und bilden bey dieſen Puncten zwey entgegen 
gefeßte Spitzen MAG, NAH, ingleichen mEF, nBE, 
Weil uͤberdem alle die Bogen, welche in A ſowohl, als 
auch in B zuſammen ſtoſſen, durch eine gemeinſchaftliche 
Gleichung ausgedruͤckt werden, ſo iſt jeder von den vier 
Bogen, die in A oder B zuſammen ſtoſſen, als die Fort⸗ 
ſetzung eines jeden der drey Übrigen anzuſehen. Zwiſchen 
jeden zweyen Puneten alſo, davon der eine in der Hyper⸗ 
bel, der andre im Kreiſe liegt, fallen unzählig viele ver⸗ 
ſchiedene Bogen; zwiſchen M und G hat man folgende: 

MAG, MAGEBFHAG, und überhaupt MAG - 
aber ferner auch dieſe . 

MAHFBEG, und überhaupt MAHFBEG + An, 
wo A und = die oben ſchon gebrauchte Bedeutung haben. 
Wenn nun der Ausdruck Arc, Able. x ganz allgemein je⸗ 
den Bogen bezeichnen ſoll, welcher in A anfaͤngt, und da 
aufhoͤrt, wo die zu x gehörige Ordinate PM, oder PN die 

Hyper⸗ 


perbel, weil 2 
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Hyperbel trift; fo gehoͤren dahin unzählig viele verſchiede⸗ 
ne Bogen, naͤmlich alle folgende: 

AM, AEBFAM, AEBFAEBFAM u. ſ. w. ingleis 
chen AM, AFBEAM, AFBEAFBEAM, u. ſ. w. 


Hat man die Bogen, welche ſich von A durch E erſtrecken, 
mit + bezeichnet, fo muß man diejenigen, welche ſich 
von A durch F erſtrecken mit — bezeichnen: alfo gehören 
dahin alle Bogen, welche der Ausdruck TN AEBFA + 
AM allgemein bezeichnet, da dann alle ganze Zahlen, 
O. 1, 2, 3, und fo ferner fort nach der Ordnung für A ge 
ſetzt werden koͤnnen. Die graden Knien CA, CM, be 
graͤnzen mit dem Bogen, welcher in A anfängt und ſich in 
M endiget, einen Ausſchnitt, welcher eben fo wie der Bo⸗ 
gen mit der Abſeiſſe x zuſammen gehoͤrt: alſo kann der 
Ausdruck Se&, Abſe x einen folchen Ausſchnitt ebenfalls 
ganz allgemein bezeichnen, und es find unzaͤhlig viele vere 
ſchiedene Ausſchnitte, die insgeſammt dahin gehören. 


72. §. 
Man weiß aus den bekannten Eigenſchaften der 


d. Sect. ACM = 3 
Hyperbel „daß d. Se ET 
dx 


a Pe a fey: das iſt alfo nicht allein ein 
I V=! 


Differential des Ausſchnittes, dem der Bogen AM zuge⸗ 
hört, ſondern eines jeden andern, dem einer von den 
ubrigen Bogen zugehoͤrt, die fic) von A bis M erſtrecken. 
Um das allgemein auszudruͤcken, ſetze man d. Sebt. Abſe. x 
dx dx . —dıy—ı 


— g— — — — — 


Alle 
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Alle dieſe Formuln werden So, wenn man x=ı 
ſetzt, deßwegen wird keine beftändige Gröffe zugeſetzt: auf: 
fer dem Werth o giebt es aber für Are eoſ x und Set 
coſ. x noch unzaͤhlig viele andre Werthe, wenn X= 1 ge 
ſetzt wird, ſo wie eben dieſe Formuln in jedem andern 
Fall unzaͤhlig viele verſchiedene Werthe haben koͤnnen, 
wenn fuͤr die veränderliche Groͤſſe x ein andrer beſtimm⸗ 
ter Werth angenommen wird. Aus der Gleichung 
21x) Gx—1)) = 1. Sef. cof. x erhält. man 
V(x (xx—— 1) ) 2 (Set. coſ x) V- 1. So fanz 
ge » bleibt, iſt Sekt. col. x ein möglicher Kreisaus⸗ 
ſchnitt, aber ein nn Ausſchnitt der Hyperbel: 

@+v Gx—1) „ Weil 

27 —1 
nun ganz allgemein Sekt. coſ. 1 r iſt, fo erhält man 
II STA V-, und dieſe Formul giebt alle moͤgli⸗ 
che hyperboliſche Seetoren, die in dem Punct A anfan⸗ 
gen, und in demſelben Punct ſich wieder endigen. Dieſe 
Seetoren ſind 

AEBFA, „AEBFA, 3 AEBFA, u. ſ. w. oder 

AFBEA, 2AFBEA, 3 AFBEA, u. ſ. w. 

Wenn x>ı genommen wird, fo hat man [(X Ty 
(xx—1) = Sett. Abſe. x, das iſt, IX TV (GAR 10) 
hat folgende Werthe: 2 ACM; 2 ACM -+ 2 Sed. 
AEBFA; 2ACM-+4 Sell. AEBFA; u. ſ. w. oder 2A CM; 
2 ACM Tau f— I; 2ACMT AA Y — I; u. ſ. w. al 
fo überhaupt IX V (xx—1) ACM TAN — 1, 
welches mit der algebraiſchen Rechnung (35. H) völlig 
uͤbereinſtimmt. N 


daher hat man Sekt. cof x 


73. §. 

Die Formul x TV/ (xx — 1) kann eine jede poſitive 
mögliche Zahl, die >ı ift, ausdruͤcken, und man kann 
x allemahl fo nehmen, daß x (xx - 1) einer Zahl von 
dieſer Art gleich wird. Soll XTV (X — I) ITA 

ſeyn, 


A 
a 
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ſeyn, fo wird YC 1)=1--A—x, und wenn man 
quadrirt, fo erhält man xX — 1 =(ı HA)— 2x 
(TA, wo xx nothwendig allemahl heraus fällt, 
A a in of 
PR ard) 2.4) © 
 Yemahl gröffer als 1 wird. Weil ferner die Wurrzefgröffe 
Y x 1) ihrer Natur nach zweydeutig iſt, ſo kann 
man fie auch negativ nehmen, und überhaupt 2Sekt. Abfe, x 
—=l(x+ /(ax—ı)) ſetzen. Es iff naͤmlich vermöge der 


bekannten Eigenſchaften der Hyperbel 1 
: I 
= : » alſo k YaR—ı)=—1 


s+ J/(x—1) 

(x+y (x—1)). Weil nun der Ausſchnitt ACN=— 
ACM iſt, fo wird AON=—I(x+ Y@ax— lx 
— f(xx—1). Wenn man alfo in dem allgemeinen Aus⸗ 
druck 2 Sekt, Abſe x HV (xx — 1) das untere Zeichen 
braucht, fo muß allemahl der Ausſchnitt verſtanden weve 
den, deſſen Bogen ſich von A bis N erſtreckt. Aber ſol⸗ 
cher Ausſchnitte giebt es wiederum unzaͤhlige, alſo findet 
man für den Logarithmen eines jeden achten Bruchs fol⸗ 
gende: 2 ACN; 2 ACN + 2Sett AEBFA; 2 ACN 
45Se&t. AEBFA; u. ſ. w. oder 2ACN; 2ACN Tor 
— 15 2ACNF4ry—ı u. ſ. w. alſo überhaupt I(x—f 
(** — 100 2 ACN T M2 
J-. Die bisherige Verzeichnung giebt alſo die loga⸗ 
rithmen aller poſitiven Zahlen von der einen Graͤnze + 
bis zur andern Graͤnze . 


74. $ 
Wird x<ı angenommen, ſo ſtellet x / (xx—1) 
eine unmoͤgliche Zahl vor, welche man auch ſo ausdruͤcken 
ys. kann: ty CI XV 1. Es fey = C. fo iſt 
Biss OG VC ) eine unmoͤgliche Applicate der Hyper: 
bel, 
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bel, aber eine mögliche Applieate des Kreiſes, und wenn 
man den Bogen AGP ſetzt, fo iſt x coſ O und 
V(r —xx)= fin. @: alſo erhalt man 2 Sect. Abſe X 
(cof? I ſin. O. Y — 1). Die Groͤſſe col. O + ſin. O. 
Vi ift unmiglich, und fie hat unzaͤhlige Logarithmen, 
die ebenfalls insgeſammt unmoͤglich ſind. Jeder Aus⸗ 
ſchnitt nämlich, der zwiſchen CA, CG, und dem von A 
nach G ſich erſtreckenden Bogen faͤllt, doppelt genommen 
iſt ihr natürlicher Sogarithme, _ Dieſe Bogen find aber 


AG; AG-+.GBFAG; AG 2GBFAG, u. ſ. w. 
oder auch AFBG; AFBG--GAFBG; AFBG-+. 2GAFBG, 
u. ſ. f. fort, 
alſo ſind auch obiger Ausſchnitte unzaͤhlige, welche die 
Formul 20 / — 1 V überhaupt ausdruͤckt: das 
her erhaͤlt man 1(coſ. O ſin. O. T 1) - 14 
ah V — 1. Hat ſin. GV — 1 das Zeichen (—) vor fich, 
fo iſt auch O negativ, und man muß die entgegen geſetzten 
Ausſchnitte nehmen, deren Bogen ſich von A nach H er⸗ 
ſtrecken, alsdenn erhält man 1 (cof. @ ſin. O — 1) = 
OY ITA V- 1. Wird xo, fo faͤllt & in 
E und H in F, und es wird IJ — 12 ＋GEANYY— 1 
TD V1). Weil man auch Ao nehmen kann, 
fo ift dieſes die bernoulliſche Regel Y- 1 N-, 


= 


oder Sar, und es erhellet, daß IY—ı hier 


kein andrer, als der natuͤrliche logarithme von / — x ſeyn 
koͤnne. Fuͤr negative x bleibt die Verzeichnung eben fo, 
aber nur fo lange, als —x<— iſt. Es wird nunmeh⸗ 
ro O 509, da dann noch ſin. O entweder pofitiv oder ne⸗ 
gativ ſeyn kann, obgleich cof O nun negativ iſt. Um nun 
hieraus abzunehmen, wie der Sogarithme einer jeden un: 
möglichen Zahl fic) geometriſch verzeichnen laſſe, darf man 
nur bemerken, daß fie allemahl unter der Form a Tb, 

Bb begrif⸗ 
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begriffen ſeyn werde. Demnach nehme man @ fo, daß 


5 d ſi 
tang. Ob: a wird, fo hat man fin. P= Ver bby” 


ol G Neeb und aT by — 1 (cof @ 


+ find. ( 1) ¥ ( + bb), wie es dem 34. § 
gemäß iſt. Mun e man ACM=IY 


(aa bb), und C da denn O8 = 
e 


H 

Tabby wird, (man müßte QE nehmen, wenn b 
negativ waͤre) ſo ſind alle Ausſchnitte, deren Bogen ſich 
von M nach G, oder auch von M nad) H erſtrecken, die 
jenigen welche man ſucht. Die hieher gehoͤrigen Bogen 
find MAG; MAG-+GBFAG; MAG-}.2 GBFAG, und 
ſ. f. ingleichen MAFBG; MAFBG-+.GAFBG; MAFBG 
+2GAFBG, und ſ. w. welches alles mit den Rechnun⸗ 
gen aus den allgemeinen algebraiſchen Formuln (34. §.) 
völlig uͤbereinſtimmet. 


Es werde nun ee Fe fo iff x TV (xx—1) 
—=—1, P=180°, und die Bogen, welche zwiſchen 
A und B fallen, find keine andere, als AEB; AEB 
BFAEB; AEB--2 BFAEB, u. ſ f. oder auch AFB; AFB 
+-BEAFB; AFB-42BEAFB, u.f.f. daraus folgt, daß 
die Ausſchnitte, denen diefe Bogen zugehören, doppelt 
genommen, die natuͤrlichen Logarithmen von — 1 ſind. 
Unter dieſen iſt gewiß keiner So, ſondern fie find alle 
in der Formul begriffen 1 — 1 (N TN) 1. 
Wird —x>—ı fo wird —x+ y(xx— 1) eine nega⸗ 
tive Zahl, und auch bey diefer Vorausſetzung ſtimmt die 
Verzeichnung mit der Rechnung voͤllig uͤberein. Es ſey 
x= - cg, und TV- 10 = pn, fo iſt II- XN 


Xx —1 
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(xx— 1) der doppelte Ausſchnitt zwiſchen CA, Cn, und 
dem Bogen, welcher fich von A bis n erſtreckt: dahin ger 
hören nun die Bogen AEB n; AEBFAEBn, u. ſ. f. in: 
gleichen AFBn, AFREAFBn, u. ſ. f. demnach wird 1(— * 
＋VYGX— )) TAN DT IT2BCU Aber 
es iſt Ben == ACN = Z1(+-x— ¥ (xx —1)) wenn hier 
der mögliche logarithme allein verſtanden wird: alfo hat 
man II- XTV x—1))=l+x—yY(ax 1) + 
(2 T1) V1. Für eben die Abſeiſſe x=— Cp 
ſey pm==— ((ax— 1), fo iſt IX NAX —1)) 
der doppelte Ausſchnitt zwiſchen Ca, Cm, und dem Bo⸗ 
gen, der ſich von A bis m erſtreckt. Aber folcher Bogen 
giebt es wiederum folgende: AEBm; AEBFAEBm, u ſ. f. 
ingleichen AFBm; AFBEAFBm, u. ſ.f dieſemnach wird 
V(—x— Vf xx — 1) St eat+ii af —14+28Cm, 
Da nun wiederum Bm = ACM= Fl (x-+ ¥ (xx 1)), 
fo erhält man KH Xx Ya 10 KX 
AX — 100 T (aN T) Y- 1. Die geometriſche Vers 
zeichnung einer algebraiſchen Formul kann nie auf Schluß: 
folgen leiten, die von den Reſultaten der Rechnung ſelbſt 
verſchieden find, wofern nur die Verzeichnung der Formul 
genau angemeſſen iſt, und ſie voͤllig erſchoͤpfet: aber das⸗ 
jenige erſchoͤpfet die Formul x TVG — 1) bey weitem 
nicht, was Hr. d Alembert auf der 215 und 216 S. der 
Opuſeules davon ſaget. Wenn ferner von ihm behaup⸗ 
tet wird, daß die hyperboliſchen Ausſchnitte, wenn 
— x1 genommen werde, wieder möglich werden, 
ſo kann dieſes nur zugeſtanden werden, wenn man ſie von 
B anfangen laͤſſet, alſo für x= 1 wieder So ſetzt: 


aber alsdenn find fie die logarithmen von rat Ne, 

u 
=+xFYax—ı), und keinesweges die logarithmen 
von —x-b y (xx— 1), 5 
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76. §. 

Man kann die Gleichung Set. Abſe. x EK. f 
(xX — 1) überhaupt fo ausdruͤcken OY —1 I (eoſ. G 
+fin.9./— 1), dann wird coſ. O unmöglich als Abſciſ⸗ 
fe des Kreiſes, aber eine mögliche Abſeiſſe der Hyperbel, 
wenn col. P>+ 1 genommen wird. Zugleich wird fin, O 
ſowohl, als auch der Ausſchnitt O ſelbſt unmöglich, aber 
fin. OJ — 1 wird eine mögliche Applicate und OY — 1 
ein möglicher Ausſchnitt der Hyperbel. Dieſe Gleichung 
braucht Herr de Foncenex, allein Hr. d'Alembert iſt da⸗ 
mit auf der 217. u. f. Seite gar nicht zufrieden: inzwi⸗ 
ſchen fallen nunmehro die Zweifel, welche er dagegen macht, 
alle von ſelbſt weg. Sie ſind durch die vorhergehende 
Verzeichnung alle beantwortet, dieſe zeiget, daß man ſo⸗ 
wohl eine Idée nette, als auch exa&te (wie Herr d Alem⸗ 
bert ſich ausdruͤckt), von einem unmoͤglichen Kreisbogen 
haben koͤnne. Es hat ſeine unſtreitige Richtigkeit, daß 
Df den hyperbollſchen Ausſchnitt allemahl bezeichne, 
und fo wie es gewiß iſt, daß H/ — ı unzählige Werthe 
habe, wenn * A- k iſt; fo iſt es auch gewiß, daß der 
hyperboliſche Ausſchnitt in eben den Faͤllen unzaͤhlige Wer⸗ 
the habe, höchft unrichtig aber iſt es, daß der hyperboli⸗ 
ſche Ausſchnitt So fey, wenn = iff. Es iſt fers 
ner unrichtig, daß @ Y— wieder möglich werde, wenn 
man —x>— ı nimmt; denn die Bogen ohne Winkel O 
werden von A angerechnet, und für x -p, beſtehet 
O aus einem möglichen Stuͤck + AEB, oder überhaupt 
(ZN 1) a, und einem unmoͤglichen Winkel BCn, oder 
BCm; daher beſteht auch Oy 1 aus einem unmöglichen 
und einem moͤglichen Stuͤck, deren Summe gewiß un⸗ 
möglich ft. Gir TX TI hat OV deswegen ei⸗ 
nen möglichen Werth, weil der Winkel ACM unmöglid), 
und dieſes einer von denen iff, welche O in dieſer Voraus⸗ 
ſetzung bedeutet. N 
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77. §. 

Die hyperboliſchen Trapezien laſſen ſich bey dieſer Ver⸗ 
zeichnung ſo bequem nicht wie die Ausſchnitte gebrauchen, 
und bey Verzeichnung der fogarithmen unmoͤglicher Griffen 
dienen ſie gar nicht. Das ruͤhret daher, weil in dem un⸗ 
moͤglichen Stuͤck der Hyperbel, dem Kreiſe naͤmlich, die 
Gleichheit der Ausſchnitte, und der ihnen reſpondirenden 
Trapezien wegfaͤllt; denn in dem Kreiſe iſt das ſogenann⸗ 
te parallelogrammum ir ſeriptum nicht mehr von beſtaͤndi⸗ 
ger Groͤſſe. Wenn man inzwiſchen die Trapezien gebrau⸗ 
chen will, fo weit es angehet, fo beftatigen fie alles dasje⸗ 
nige, was vermittelſt der Ausſchnitte gefunden wird. Es 
fey, wie fonft gewöhnlich iſt, Ab g CD = geſetzt, fo 


it ac, und ADKM=1 ck. Wenn CK 

=t, und km Du geſetzt iſt; fo ſchließt man jene Glei⸗ 

chung daraus, weil d. DRM A iſt. Aber eben die⸗ 
U 


ſes Differential gehoͤret zu allen Trapezien, die zwiſchen 
DK, AD, MK, und dem Bogen fallen, der ſich von A 
nach M erſtreckt: alſo gehört hieher auch das Trapezium 
ADg-+-gEBL-+-LHAD + ADKM, 

und überhaupt 

A..(ADg ++ gEBL.4- LHAD) + ADKM, 
Ferner gehört dahin 

ADHL -+-LBEg + gDA-+- ADEM, 
und überhaupt 

A. (ADHI,-+-LBEs++ gDA)-+HADKM. 
Weil aber nun die Peripherie des Kreiſes, welcher das 
unmoͤgliche Stic der Hyperbel ausmacht, ery 2 
I, aljo die Flaͤche deſſelben ADg-HgEBL--LHAD 


CV am iſt, ſo wird ei⸗ 
2 
| Bb 3 gent: 
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gentlich das Trapez. Abfe. t = ADKM + ah. f—1. 
Nimmt man — Ck ſtatt CK, fo iſt das Trapez. Abſe. 
— keinesweges = 4 wenn die Vorausſetzung bleibt, 
daß das Integral ee ſeyn ſoll, wenn r iſt. 
Soll das Trapez able —t—Bdkm ſeyn können, ſo 
muß das Integral 7 =o ſeyn, wenn t= iſt: 
t 
dann aber wird Trapez. Abe, t =I—t—1— 1 
art 
I — lt Aber in der Vorausſetzung, daß das In⸗ 
— 1 

tegral nur So fey, wann t= r iſt, welche nicht geaͤn⸗ 
dert werden darf, hat das Trapez. Abſe.— t folgende 
Werthe 

ADg +-gEBd . Bdkm, 

: ADg-+ gEBd + BdL + LHAg + gEBd 4 Bdkm, 

u ſ. f. 
ingleichen 

DAHL-- LdB ＋ Bdkm 

DAHL + LdB +-dBEg 4+ gAHL + LaB + BDkm, 
u. ſ. f. welche überhaupt unter dieſer allgemeinen Formul 
enthalten find: (2X E Y- I Bdkm = (NTT) 
VI lt. Das alles iſt mit den obigen Reſultaten, 
welche theils aus den algebraiſchen Formuln allein, theils 


aus Betrachtung der hyperboliſchen Ausſchnitte ſind ge⸗ 
folgert worden, vollkommen uͤbereinſtimmend. 


V. Vom 


V. 

V o m 
Berührungswinkel 

und : 


Kruͤmmungskreiſe. 


1. §. 


eil ich in meinem Lehrbegriffe der gefammten Ma⸗ 
thematik J. Theil, 130 — 133. §. Geometrie, 
288 — 292. S. alle vermeinte Schwierigkeiten 
bey der Theorie vom Beruͤhrungswinkel ganz einleuchtend 
gehoben zu haben glaube, ſo wuͤrde ich keine Abhandlung 
daruͤber von neuen aufgeſetzt haben, wenn nicht noch im⸗ 
mer neuere Schriftſteller dieſer Sache, die laͤngſt vergeſſen 
ſeyn ſollte, wieder erwehnten, und von den falſchen Bes 
griffen, welche man ſich davon vormahls gemacht hat, 
eben ſo falſche Anwendungen machten. Mein Vortrag 
im Sehrbegriffe a. a. O. enthält in einem kurzen Auszuge 
auf zweyen Blaͤdtern das weſentliche von dem, was Wal- 
liſius in feiner bekannten Abhandlung: De angulo conta&tus 
et femicirculi diſquiſitio geometrica, davon geurtheilet 
hat. Man findet dieſe Abhandlung im II. Theil der Ope- 
rum Walliſii, wovon zwey Ausgaben vorhanden ſind, die 
ältere in 4, von 1656 und 1657, die neuere in fol. in 
drey Theilen, wovon der letzte im Jahr 1699 herauskam. 
Die daraus angeführte Abhandlung wird jedem Sefer an: 
genehm ſeyn, der Vergnügen daran findet, die vornehm⸗ 
ſten aͤltern Schriftſteller kennen zu lernen, welche bald ſo, 
bald anders von der Sache gedacht haben. Ich werde 
hier die Ordnung des Vortrages in der Hauptſache wie 
im lehrbegriffe beybehalten, zugleich aber noch einiges zur 
weitern Erlaͤuterung beyfuͤgen, und am gehoͤrigen Orte 
zeigen, daß mein Vortrag mit Walliſi Vortrage im we⸗ 
ſentlichen uͤbereinſtimme. 
2. 9. 
Geometriſche Lehnſaͤtze. 
1) Wenn zweene Kreiſe einander in D berühren, 49. 
fo haben fie in D eine gemeinſchaftliche Tangente. Denn ds. 
Bb 5 eine 
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eine grade linie durch ihre Mittelpunete C und E geht 
durch den Beruͤhrungspunct: (lehrb. 1. Th. 56. §. Geom.) 
alſo ift AB durch D auf CE ſenkrecht geſetzt eine Tangen⸗ 
te beyder Kreiſe. (a. g. O. 127. $.) 

2) Umgekehrt: Kreiſe, die in D eine gemeinſchaft⸗ 
liche Tangente haben, beruͤhren einander. Denn eine 
grade linie durch D auf AB ſenkrecht geſetzt geht durch bey⸗ 
der Mittelpunet, (a. a O. 127 $. Geom.) alſo berühren 
die Kreiſe einander. (48. 49. §. Geom.) 


8 3. . 

Wenn zwo Kreislinien durch D gehen, und wenn 
alsdenn die grade Linie AB, welche den einen Kreis in 
D berührt, von der graden Linie ab, welche den ans 
dern Kreis ebenfalls in D beruͤhrt, geſchnitten wird, ſo 
ſchneiden die Kreiſe einander ebenfalls. 

Beweis. Eine grade Linie DH, welche in D auf 
AB ſenkrecht ſteht, iff nun von der graden Linie De ver⸗ 
ſchieden, welche in eben dem Punct D auf ab ſenkrecht 
ſteht. Weil nun der Mittelpunet des einen Kreiſes in 
DH, der Mittelpunet des andern aber in De liegt; fo lie⸗ 
gen bende Mittelpunete nicht mit D in grader linie, mit⸗ 
bin ſchneiden die Kreiſe einander. (so. $. Geom.) 


1. Zuſatz. 

Wenn die Kreiſe DGE, DFH, einander von innen 
berühren, der Halbmeſſer CD des erſten aber kleiner iſt, 
als der Halbmeſſer CD des zweyten; fo liegt DGE ganz 
innerhalb der Flaͤche des groͤſſern Kreiſes DFH. (49. $. 
Geom.) Aber die gradlinichte Tangente AB liegt ganz 
auſſerhalb der Fläche eben deſſelben Kreiſes DFH: dem⸗ 
nach liegt der Bogen PF des groͤſſern Kreiſes DFH zwi⸗ 
ſchen dem Bogen DG des kleinern Kreiſes und der gradli⸗ 


nichten Tangente AB. N 
2. Zu⸗ 
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2. Zuſatz. 

Man ziehe durch D eine grade linie ab fo, daß fie 
gegen DH unter einem ſpitzen Winkel EDa geneigt iſt; fo 
ſchneidet ab alle Kreiſe, die einander in D berühren, 
Denn man kann vom Mittelpunct eines jeden dieſer Kreis 
fe eine grade Linie wie EL auf ab ſenkrecht ziehen, welche 
alsdenn ab in einem Punet L an der Seite von D treffen 
muß, wo der ſpitze Winkel EDa befindlich iff. Weil nun 
allemahl EL<ED iſt; fo liegt L innerhalb des Kreiſes 
DFH. Die grade Linie ab gehet alſo gewiß durch einen 
Punet innerhalb der Flaͤche eines jeden von allen den Kreis 
ſen, die einander in D beruͤhren, und daraus folgt, daß 
ab alle dieſe Kreiſe ſchneide. (33. §. Geom.) 


3. Zuſatz. 

Wenn a ein ſpitzer Winkel iſt, fo iſt fein Ne⸗ 
benwinkel DEb ſtumpf, alſo EDb> EDB, weil EDB ein 
rechter Winkel iſt; folglich muß die gradlinichte Tangente 
zwiſchen Db und der Peripherie eines jeden von den Krei⸗ 
ſen liegen, die einander in D beruͤhren. 


. SG 

Euklids 16. Satz im 5 Buch enthaͤlt die nachſte⸗ 
henden drey beſondern Saͤtze. 

1) Eine grade Linie AB im Endpunct D des 
Durchmeſſers DH auf demſelben ſenkrecht geſetzt fällt 
auſſerhalb der Fläche des Kreiſes, oder fie ift eine Sanz 
gente deſſelben. 

Dier Beweis davon iſt leicht, man fehe im lehrbe⸗ 
griff den 126. $. Geom. 

2) Zwiſchen dem Kreisbogen DE und feiner Tan⸗ 
gente DA fällt keine andre grade Linie. Das will ſa⸗ 
gen: man kann durch D keine grade linie Da fo ziehen, daß 
fie ganz zwiſchen dem Bogen DF und feiner Tangente DA 


ele. 
: Der 
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Der Beweis folgt aus dem vorſtehenden 3. §. 2 und 
3. Zuſatz. : 

3) Der Winkel des Halbkreiſes FDH ift gröffer, 
fein Reſt, oder Complement, FDA aber kleiner als jeder 
gradlinichte ſpitze Winkel. 


Beweis nach dem Euklides. 


Waͤre der Winkel des Halbkreiſes, welchen der 
Durchmeſſer DH und der Bogen DF einſchließt, nicht 
gröffer, und fein Reſt, welchen der Bogen DF mit der 
Tangente DA einſchließt, nicht kleiner, als irgend ein 
gradlinichter ſpitzer Winkel, welchen der Durchmeſſer DH 
und eine grade Linie Da einfchlöffe; fo muͤſte dieſe grade Siz 
nie zwiſchen dem Bogen DF und der Tangente DA fallen, 
welches nach n. 2. unmöglich) iff, 


5. . a 

Man kann dem dritten Satze noch beyfuͤgen: der 
Winkel des Halbkreiſes HDF—=HDF fey kleiner, als 
jeder ſtumpfe Winkel HDB, welches eben ſo aus dem 
3. Zufaß des 3. $. folgt. Weil nun ein Winkel, der 
groͤſſer als jeder ſpitze und kleiner als jeder ſtumpfe Win⸗ 
kel iſt, kein andrer als ein rechter Winkel ſeyn kann; ſo 
folgt daraus, 

1) daß der Winkel des Halbkreiſes ein rechter 
Winkel ſey. 

Der Winkel ADF, welchen Euklides des Winkels 
. EDF Reſt oder Complement nennt, kann kurz der Beruͤh⸗ 
rungswinkel heiſſen. Weil nun dieſer kleiner iſt, als jeder 
gradlinichte Winkel, (4. H. n. 3.) fo kann er ſelbſt keine 
Groͤſſe mehr haben, und daraus folgt, | 

2) der Beruͤhrungswinkel iſt ein verſchwindender 

Winkel, man muß ihn So feßen. a 


6. f. 


7) 
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6. §. 

Obgleich beyde Saͤtze des 5. $. wenn fie anders recht 
verſtanden werden, vollkommen richtig ſind, ſo haben doch 
die Ausleger des Euklides, und andre Schriftſteller aller⸗ 
hand ſcheinbare Schwierigkeiten dabey zu finden geglaubt. 
Die Saͤtze gelten nemlich von allen Kreiſen, die ihre Mite 


telpunete in DE haben und einander in D berühren, weil 


alsdenn die gradlinichte Tangente AB fie ebenfalls alle zu⸗ 
gleich in D berührt. (2. §.) Es ſey alſo auch PGM ein 
ſolcher Kreis, deſſen Mittelpunkt C in DE liegt: fo iſt 
HDF ſowohl, als auch HDG ein rechter Winkel. Aber 
HDF und HDG find ungleich groß, alſo fonnen fie nicht 
alle beyde rechte Winkel ſeyn, oder es widerſpricht Euklids 
10 Grundſatz im I. Buch. i 

Ferner find auch ADG und ADE ungleich groß. 
Wenn nun ADG=o und ADF o mare, fo würde 
folgen, daß ein Nichts nicht eben fo groß fey, als ein anz 
dres Nichts, welches ebenfalls eine ungereimte Behaup⸗ 
tung waͤre. 

‘ 0 7. g. 

Um dieſen Schwierigkeiten auszuweichen, behaupte⸗ 
te Clavius, einer der bekannteſten und beſten Ausleger 
Euklids, der Beruͤhrungswinkel fey nicht So, er fey fo 
gar ſelbſt ins Unendliche theilbar, zwar nicht vermittelſt 
grader Theilungslinien, ſondern vermittelſt theilender 


Kreisbogen: dabey bleibe er doch an ſich kleiner als jeder 


gradlinichte Winkel. Ferner der Winkel des Halbkreiſes, 
wenn er gleich groͤſſer als jeder ſpitze Winkel ſey, bleibe 
doch kleiner als ein rechter Winkel. Vorher hatte ein 
franzoͤſiſcher fonft eben nicht ſehr bekannt gewordener Mas 
thematiker, Nahmens Le Pelletier aus Mans im Gouver: 
nement Orleans die beyden im 5. H. aufgeführten Gage 
als Folgerungen aus Euklids Vortrage behauptet, und ſich 
darüber ſehr richtig erklart, wie ich im folgenden noch weis 

ter 
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ter bemerken werde. Er zeigt vollkommen buͤndig, daß 
ſonſt der 16. Satz in Euklids III. Buche mit dem 1. Satz 
im X. Buche nicht beſtehen koͤnne. 


8. H. 

Der Beruͤhrungswinkel fey a, und B ein gradlinich⸗ 
ter Winkel fo groß man will. Weil nun 8e iſt; fo 
kann man von 2 die Hälfte, oder mehr als die Hälfte 
wegnehmen, vom Reſt wieder die Haͤlfte, oder mehr als 
die Hälfte, und immer fo weiter. Zuletzt muß man nach 
Euklids r. Satz im X. Buch auf einem Winkel kommen, 
der kleiner als & iſt: mithin iſt * noch nicht kleiner als je 
der gradlinichte Winkel. Clavius weiß dieſen vollkommen 
richtigen Schluͤſſen nichts anders, als die Behauptung 
entgegen zu ſetzen: 

Euklids 1. Satz im X. Buche gelte nur von gleicharti⸗ 

gen nicht aber von ungleichartigen Griffen; der Beruͤh⸗ 

rungswinkel aber ſey mit einen gradlinichten Winkel 

nicht gleichartig, alſo koͤnne man beyde nicht verglei⸗ 

chen, mithin auch Euklids 1. Satz aus dem X. Buche 

nicht anwenden. 
Zu bewundern iſt es, daß Clavius Beruͤhrungswinkel und 
gradlinichte Winkel als heterdgene Groͤſſen will angeſehen 
wiſſen, die man nicht vergleichen kann, da doch Euklids 
16. Satz im III. Buch, deſſen Richtigkeit er vorausſetzet, 
offenbar den Beruͤhrungswinkel mit gradlinichten Win⸗ 
keln in Vergleichung bringt. Wie kann man ſagen, der 
Beruͤhrungswinkel e fey kleiner als jeder gradlinichte Wine. 
kel B, wenn e und ß heterogen find? Vergleicht man denn 
nicht Griffen, wenn man ihre Gleichheit oder Ungleich⸗ 
heit angiebt? 

9. §. 


Le Pelletier, und mit ihm Wallis behaupten dagegen 
nur, daß Winkel mit krummlinichten Schenkeln, ger 
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mit einem gradlinichten und einem krummlinichten Schen⸗ 
kel, ſich unter einander ſelbſt und mit gradlinichten Win⸗ 
keln nicht voͤllig nach eben denſelben ſonſt bekannten geo⸗ 
metriſchen Grundlehren vergleichen laſſen, nach welchen 
man gradlinichte Winkel ganz richtig zu vergleichen ge⸗ 
wohnt iſt. Jeder Theil eines gradlinichten Schenkels 
laͤuft mit dem ganzen Schenkel nach einerley Richtung 
fort: eine ganz andre Bewandniß hat es mit den krumm⸗ 
linichten Schenkeln. Der Grundſatz der Congruenz fo 
ausgedruͤckt: s 
Griffen die man zwiſchen einerley Graͤnzen bringen 
kann, ſo daß ſie auf oder in einander paſſen, ſind 
gleich groß, 
iſt allgemein. Demnach iſt es auch allgemein richtig: 
Winkel die man ſo auf einander legen kann, daß Spitze 
auf Spitze liegt, und die Schenkel paarweiſe an einanz 
der ſchlieſſen, man mag dieſe fo weit man will verlaͤn⸗ 
gern, ſind gleich groß. 
Fuͤr gradlinichte Winkel iſt der letzte Satz auch umgekehrt 
wahr: 
denn gradlinichte Winkel, die man nicht wie eben ges 
ſagt iſt, zwiſchen einerley Graͤnzen bringen kann, oder 
kuͤrzer ausgedruͤckt, gradlinichte Winkel, die nicht, 
congruiren koͤnnen, find ungleich groß. 
Aber weit gefehlt, daß dieſer letzte Satz auch wahr ſeyn 
ſollte, wenn von Winkeln mit krummlinichten Schenkeln, 
oder mit einem gradlinichten und einem krummlinichten 
Schenkel die Rede iſt. Wenn gleich ſolche Winkel 
nicht congruiren koͤnnen, ſo koͤnnen ſie doch gleich groß 
ſeyn: und grade das iſt der Fall beym Winkel des Hald⸗ 
kreiſes und beym Beruͤhrungswinkel. 


1 8 
Hievon iſt die Anwendung ſehr leicht gemacht. so. 


Wenn der gradlinichte Winkel EDF einem andern grad. dis. 
linich⸗ 
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linichten Winkel gleich iſt, wenn alsdenn die Spitze D auf 
A gelegt iſt, und nun DF zugleich auf AC liegt; fo muß 
DE mit AB zuſammen fallen. Aber auch DF und AC, 
und eben fo DE und AB weichen nicht wieder von einan⸗ 
der ab, man mag dieſe vier graden linien ſoweit man will 
verlängern, und der Grund davon iſt dieſer, weil die Rich⸗ 
tungen DF, AC, fo wie DE, AB, nun einerley find, 
und fein Theil einer diefer graden finien pon der Richtung 
der ganzen wieder abweicht. Wenn uͤberdem durch A eis 
ne dritte von AB und AC verſchiedene grade Linie AL ge⸗ 
fuͤhrt iſt; (es verſtehet ſich hier allemahl in einerley Ebene) 
fo fällt fie entweder ganz innerhalb, oder ganz auſſerhalb 
des Raums zwiſchen den Schenkeln AB und AC, wie im 
letzten Fall Al. Nun leidet es keinen Zweifel, daß LAC 
eae aber IAC > BAC fey, 


IR: 

Wenn dagegen G ein von A verſchiedener Punet in 
AB iſt, und durch G die grade Linie GH gezogen wird, 
die mit GB ſelbſt den Winkel BGH macht; wenn ferner 
gefragt würde, wie groß der Winkel HAC fey, welchen 
die gebrochene finie HGA mit AC einſchließt? fo wuͤrde 
man doch wohl nicht anders , als auf folgende Art ant⸗ 
worten koͤnnen. 


Nicht die ganze gebrochene Unie HGA macht mit AC 
einerley Winkel, ſondern der eine Theil AG den Winkel 
GAC, der andre GH aber, welcher verlaͤngert AC in g 
ſchneidet, macht mit AC auf eben der Seite einen gröffern 
Winkel HgC. Fraͤgt man ferner, was für einen Win⸗ 
kel die gebrochene Linie AGH mit AB einſchlieſſe? fo wird 
die Antwort ſeyn muͤſſen: nicht die ganze gebrochene Linie 
AGH mache mit AB einerley Winkel, der Theil AG 
ſchlieſſe mit AB gar keinen Winkel ein, der Theil GH 
aber den Winkel HGB. 5 

12. f. 
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yee HR 
Man ziehe noch GK fo, daß BGK>BGH wird: 
, alsdenn hat es mit der Frage was die gebrochene linie KGA 
mit AC für einen Winkel mache? eben die Bewandniß, 
wie mit der vorigen. Die erſte Abweichung der gebro⸗ 
chenen linie AGH von der Richtung AC iſt mit der erſten 
Abweichung der gebrochenen linie AGK von derſelben 
Richtung AC einerley, es iſt der Winkel GAC, und in 
dieſem Sinne kann man ſagen AGH, AGK, machen mit 
AC einerley Winkel. Nun ware es wohl eine ſehr un: 
geometriſche Einwendung, wenn jemand entgegen ſetzte; 
AGK weiche weiter von AC ab, als AGH, alſo fey der 
Winkel CAK>CAH, der Schenkel AGK falle über 
AGH hinaus, fo wie AG über AL hinaus fällt, 
Allerdings machen GK und GH mit AC verſchiedene Win: 
kel, aber das find die Winkel CAH, CAK nicht, wenn 
von den Winkeln die Rede iſt, um welche AGH, AGK, 
ben A von der Richtung AC abzuweichen anfangen: dieſe 
erſten Abweichungswinkel find beyde mit GAC einerley. 


131. K. 

Wenn die Frage waͤre: wie weit die gebrochene linie 
AGH bey A von der graden Linie AB abweiche, fo iſt nun 
wohl evident genug, daß man antworten muͤſſe: 

bey A giebt es noch keinen Abweichungswinkel der gebro⸗ 

chenen linie AGFI von AB. 
Demnach giebt es auch bey A noch keinen Abweichungswin⸗ 
fel der gebrochenen linie AGK von AB, und in dieſem Sin: 
ne find die Winkel BAH, BAK, beyde So. Wäre es 
nun nicht wiederum eine ſehr ungeometriſche Einwendung, 

wenn jemand entgegen ſetzte: 
der Schenkel AGK weiche von AB weiter ab, als dee 
Schenkel AGH, alſo muͤſſe der Winkel BAK > BAH, 
Ce mit⸗ 
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49. 
Big. 


53 


Ji 


mithin vermoͤge der vorigen Behauptung ein Nichts 
grdͤſſer als das andre Nichts ſeyn? 

Nichts iſt indeffen gewiſſer, als daß man in der lehre vom 

Beruͤhrungswinkel völlig ähnliche ganz ungeometriſche 

Schluͤſſe gemacht, und dieſe Lehre dadurch in eine ſolche 

Verwirrung gebracht hat, welche manchen ſonſt guten 

Schriftſteller verleitet, die ſonderbarſten Behauptungen 
vorzutragen. 

14. F. 
Eine gebrochene linie wie AGH, AGK, kann aus 
weit mehr denn zweyen gradlinichten Theilen zuſammen 


geſetzt ſeyn, und gewohnlich wird alsdenn jeder Theil um 


einen eigenen Winkel von der Richtung AC abweichen, 
obgleich auch einige Theile unter denſelben befindlich ſeyn 
koͤnnen, welche von AC um einerley Winkel abweichen. 
Alle gradlinichte Theile einer ſolchen gebrochenen Knie haz 
ben ihre beſtimmte Groͤſſe, die Aenderung des Abwei⸗ 
chungswinkels von einer gegebenen erſten Richtung erfolgt 
da, wo die Winkelpuncte hinfallen, und es laſſen ſich 
mehrere nach einem ſolchen Winkelpunet folgende Punete 
angeben, woſelbſt die Abweichung der gebrochenen linie 
von der erſten gegebenen Richtung noch eben ſo groß iſt, 
als fie bey dem naͤchſtvorhergehenden Winkelpunet war. 
In M weicht die gebrochene linie Aal noch um einen 
eben fo groſſen Winkel als in A von AC ab, und in N 
um einen eben ſo groſſen Winkel als in G. 


15. F. bi 

Wenn dagegen AGH eine krumme finie, und in 

derſelben & ein Punet iſt, der nach N folgt, fo nahe bey 
N als man will, fo iſt die Abweichung der krummen Linie 

bey G von der gegebenen Richtung AC nicht einerley mit 

der Abweichung derſelben krummen linie an der Stelle N 

von derſelben Richtung Ac. Das druͤckt man fo aus: 

die 
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die Richtung nach welcher die krumme linie fortlaͤuft, aͤn⸗ 
dre ſich nach dem Geſetz der Stetigkeit. Die Richtung, 
nach welcher eine grade linie fortlaͤuft, ändert ſich an kei⸗ 
ner Stelle, fie bleibt durchaus unverandert: die Richtung 
aber, nach welcher eine gebrochene Knie fortlaͤuft, ändert 
ſich in den Winfelpuneten. Von der Richtung, nach 
welcher eine krumme Linie AGH in einem gegebenen Punet 
A fortläuft, hat man einen ganz beſtimmten Begriff, wenn 
man eine grade Knie AB ziehen kann, deren Richtung von 
A nach B mit derjenigen einerley iſt, nach welcher die 
krumme Linie AGH in eben demſelben Punet fortlaͤuft. 
Eine ſolche grade knie wie AB kann den Bogen AG der 
krummen Knie bey A wenigſtens nicht ſchneiden, weil ſich 
derſelbe bey A ſogleich von der Richtung AB ablenkt. Ein 
Punet N in AG fo nahe bey A als man will liegt nicht mehr 
in AB: alſo ift AB eine gradlinichte Tangente des Bo⸗ 
gens AG, 


16. F. 


Die erſte Richtung AB des Bogens AG kann ent⸗ 
weder unmittelbar, oder durch ihren Abweichungswinkel 
CAB von einer andern bekannten Richtung AC gegeben 
ſeyn. Wenn alsdenn GD denſelben Bogen in G berührt; 
fo iff GD mit der Richtung des Bogens in G einerley. 
Wenn ferner GD und AB einander in E, GD und AC 
einander in F ſchneiden; fo iſt BEG die Abweichung der 
letzten Richtung des Bogens AG von ſeiner erſten Rich⸗ 
tung, und CFG die letzte Abweichung dieſes Bogens von 
der bekannten Richtung AC oder FC. Durch A koͤnnte 
wohl eine andre von ANG verſchiedene krumme linie AMK 
fo geführt ſeyn, daß die erſte Richtung des Bogens AK 
bey A mit AB ebenfalls einerley wäre, wenn gleich uͤbri⸗ 
gens die Bogen ANG, AMK weiter gar keinen Punet 
mit einander gemein hätten: wogegen eine grade Linie, die 
durch A mit AB nach einerley Richtung liefe, auch mit 

, Ce 2 AB 
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AB völlig zuſammen fallen muͤſte. Wenn nun von der 
Groͤſſe der Winkel CAG, CAK die Frage iſt; fo erhellet, 
daß die Rede nur von demjenigen Winkel ſeyn koͤnne, 
um welchen ANG, AMK, bey A von der Richtung AC 
abweichen. Weil nun die erſte Richtung beyder Bogen 
bey A mit AB einerley iſt; fo folgt daraus, daß CAG 
CAK=CAB fey, und es wäre ſehr ungeometriſch, wenn 
man einwenden wollte, es muͤſſe CAK>CAG ſeyn, weil 
AK von AC weiter als AG abweiche, oder AK über AG 
hinaus falle. Iſt von der Groͤſſe der Winkel BAG, BAK, 
die Frage; ſo erhellet eben ſo, daß die Rede nur von dem⸗ 
jenigen Winkel ſeyn konne, um welchen AG oder AK bey 
A von der Richtung AB abweiche. Weil nun AG ſowohl 
als auch AK bey A von der Richtung AB gar nicht ab⸗ 
weicht; fo iſt BAGSO BAK. Hier iſt aber kein 
Nichts groͤſſer als das andre Nichts: denn der Schluß, 
es fey BAK> BAG, weil der Bogen ANG innerhalb des 
Raums zwiſchen AB und AK liege, iſt fehlerhaft; es haͤt⸗ 
te damit nur feine Richtigkeit, wenn ANG, AMK, nicht 
krumme ſondern grade Linien wären. 


Aas 

Hievon wird man die Anwendung ſehr leicht auf die 
Beruͤhrungswinkel beym Kreiſe machen. Alle Kreiſe, die 
einander in D berühren, weichen in dem Beruͤhrungspunct 
D von der Richtung DH des gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
meſſers DH um einen eben fo groſſen Winkel ab, als dere 
jenige iſt, um welchen die Tangente DA daran abweicht, 
und ihre Richtung in D ‘ft mit der Richtung DA der Tan 
gente einerley. Jener Winkel HDA iſt ein rechter Wins 
kel, alſo kann man fagen jeder Winkel wie HDF, MDG, 
ſey ein rechter Winkel, ohne daß ſolches mit Euklids 10. 
Grundſatze im J. Buche einen Widerſpruch machte. Eben 
ſo richtig kann man behaupten, jeder Winkel wie ADF, 
ADG, fen So, ohne daß hieraus folgte, ein > 
en 
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fey groͤſſer als das andre Nichts; denn es iſt falſch ge: 
ſchloſſen, wenn man die Folge ziehet: es ſey ADG> 
ADF, weil DF zwiſchen DA und DG durchgehe. (16. §.) 
Ein Punct F, der den Kreis FHED beſchreibt, aͤndert 
beftändig feine Richtung, in jeder folgenden Stelle feines 
Weges ruͤckt er ſchon nach einer andern Richtung fort, 
als in der vorigen Stelle, dieſe beyden Stellen moͤgen 
einander ſo nahe liegen, als man will. Bey dem allen 
kann man doch in jedem Punct ſeines Weges die Rich⸗ 
tung angeben, die er jetzt nimmt, das ift diefenige, nach 
welcher er fortruͤcken wuͤrde, wenn ſeine Richtung nun 
unverändert bliebe. Ware der Punet F durch H und f 
in D angekommen, und ruͤckte nun weiter fort, ohne ſeine 
Richtung zu andern, fo wuͤrde er nach DA fortgehen. 
In eben derſelben Richtung DA würde auch der Punet 
G fortruͤcken, wenn er durch M und g in D angelangt waͤ⸗ 
re, und nun die Richtung behielte, womit er in D ans 
langte. 
18. F. 3 
Sch Fann nicht umbin einige hicher gehörige Stellen 
aus Wallifii Abhandlung de Angulo conta&tus et femicir- 
culi hier anzuführen, um die Uebereinſtimmung feines 
Vortrages mit dem meinigen zu zeigen. Meine Abſicht 
iſt nicht, dem bisherigen Vortrage dadurch mehr Gewicht 
zu geben, denn es kommt dabey nichts auf das Anſehen 
dieſes oder jenen Schriftſtellers, ſondern alles auf die 
beygebrachten Gruͤnde an. Nur moͤgte ich wohl meine 
Verwunderung daruͤber zu erkennen geben, daß ich bey 
vielen Schriftſtellern nach dem Wallifius des letztern Ab⸗ 
handlung angeführt, und doch von Clavii unrichtigen Bors 
ſtellungsarten Gebrauch gemacht finde. Auch das ſind 
Folgen davon, daß man die Steblingsidee vom Unendlich⸗ 
kleinen in die reine Elementargeometrie gebracht hat. (M. 
ſ. unter andern oben die 111. S.) 


Ce 3 Beym 
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Beym Wallifius a. a. O. Cap. III. findet ſich unter 
andern folgende Stelle. f 

„Non ex linearum concurrentium inelinatione qua- 
bet judicatur angulus, fi nempe ita fe habeant lineae 
conenrrentes, vt hic magis illic minus inclinentur, (und 
das iſt der Fall, wenn nicht alle beyde Schenkel des Win⸗ 
Fels grade !inien find, ſondern wenigſtens der cine eine 
krumme linie iſt, wie beym Beruͤhrungswinkel) fed ex il 
la, quam ſortiuntur in ipfo concurfus puncto, 

Ferner im Cap IV. wo der Satz bewieſen wird: 
circumferentiae ad re&lam tangentem in pun&to contaétus 
nulla eft inclinatio. 

„Si circumduéta femidiameter CB circa centrum C ex- 
tremo ſuo puncto B deſeribat peripheriam BEAN; 
punttum B motu fuo ante contallum in puncto A ver- 
get ad rectam tangentem AP, poft contactum ab illa 
reſilit: at in ipfo contaftus puncto indifferenter fe ha- 
bet ad vtrumque, nee appropinquat enim, nee elon- 
gatur, fed neque rectam tranſit, continuatur tamen 
vniformiter motus, At motus invariatus, qui ad af- 
fignatam in eodem plano re&tarn neque accedat, ne- 
que recedat, neque tamen tranfeat, quo pacto incli- 
natus dici poſſit non video, Neque enim verfum in- 
clinat, neque retrorfum, nec tamen tranfit: vel enim 
propter linearum coincidentiam vel ſaltem parallelif- 
mum fieri dicendum erit. 
ui autem fecus ſentiunt idem videntur affirmare, 
ac fi dicerent, ambulantem in circulo horizontali a 
puntta meridionali N (vbi Orientem verfus fpe&tar) 
donec continuato intinere per punttum orientale A ad 
pun&la E, D, perueniat, (vbi Occidentem verfus fpe- 
at) nec tamen interim vnquam directe ſpectet Sep- 
tentrionem, Nam fi quando directe ſpettet Septen- 
trionem, erit certe cum in punto A exiſtit; (prius 
enim aſpectus ad Orientem declinat, poſtea 1 ad 
5 Cal 
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Occidentem) fi vero in pun@o A directe ſpectet Sep- 
tentrionem, (neque ad Orientem neque ad Occiden- 
tem declinans) erit certe in illo pun&to A tendentia 
circuli (cujus duétum ſequitur incedens) verſus pun- 
Sam P: (nam reéta AP erit linea meridionalis, vt 
quae lineam Orientis et Oceidentis AB transuerfim fe- 
cat ad angulos re€tos) adeoque in illo puncto eodem 
erit tendentia tam circumferentiae quam re&tae tangen- 
tis: nullus igitur angulus fed linearum coincidentia. , 


19. f. 

Die falſchen Vorſtellungen vom Beruͤhrungswinkel 
moͤgten ſich in den Elementarbuͤchern der Geometrie wohl 
nicht ſo lange erhalten haben, wenn der Sprachgebrauch 
vom Unendlichkleinen den damit verwandten kehren vom 
Kruͤmmungskreiſe und Kruͤmmungswinkel in der hoͤhern 
Geometrie nicht ebenfalls ein geheimnißvolles Anſehen ge⸗ 
geben hatte. Denn mit der Lehre vom Beruͤhrungswinkel 
in der Elementargeometrie ſtehet die Lehre vom Kruͤm⸗ 
mungswinkel in der hoͤhern Geometrie in genauer Verbin⸗ 
dung. Wenn gleich ANG, AMK keine Kreisbogen, 27 
ſondern krumme Linien von ganz andrer Natur als der dar 
Kreis find; fo koͤnnen fie doch in A eine gemeinſchaftliche 
gradlinichte Tangente AB haben. (16. F.) Alsdenn maz 
chen dieſe Bogen bey A mit AB gar keinen Winkel, und 
es hat mit den Winkeln GAB, KAB, die dem Schein 
nach da find, eben die Bewandniß, wie mit dem Beruͤh⸗ 
rungswinkel des Kreiſes mit ſeiner gradlinichten Tangente. 


20. H. i 
Wenn indeſſen der Bogen Au ganz an der hohlen 
Seite des Bogens ANG liegt, und ihr feine erhabene 
Seite zuwendet, wie es die Figur vorſtellet; ſo lenkt ſich 
AMK gleich anfangs bey A ſtaͤrker von der Tangente AB 
ab, als ANG, oder wie man es auch ausdruͤckt, AMK 
Ce 4 faͤngt 
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fängt gleich bey A an, ſich ſtaͤrker zu kruͤmmen als ANG. 
Wird durch G eine Tangente GF gezogen, welche die ere 
fie Tangente bey E unter dem Winkel BEG ſchneidet; fo 
weiß man, daß EG oder GD die Richtung des Bogens 
AG an der Stelle & fey, und der Winkel BES zeigt an, 
wie weit die Richtung des Bogens AG bey G ſchon von 
der erſten Richtung AB abweiche. Eine Tangente durch 
K, welche AB in O ſchneidet, zeigt eben fo die Richtung 
des Bogens Au K in K an, und der Winkel BOK, wie 
weit dieſer Bogen bey K ſchon von der erſten Richtung 
AB abweiche. Wenn die Bogen AG, AK, gleich find, 
und alsdenn allemahl der Winkel BOK>BEG ausfällt, 
man mag AG, Ak, fo klein als man will nehmen; fo 
kruͤmmt ſich der Bogen AK ſtaͤrker als AG. 


21. . 

64. Weil die Richtung einer krummen linie AMm in je⸗ 

sig. dem Punet M mit der Richtung der gradlinichten Sane 
gente Mf uͤbereinkommt; fo iſt eine grade linie MF, wel⸗ 
che in M auf der Tangente MF ſenkrecht ſteht, an eben 
dieſer Stelle zugleich auf der krummen finte ſenkrecht: 
eben darum fuͤhrt ſie auch den Nahmen einer Normalli⸗ 
nie fuͤr dieſe Stelle M. Sind alsdenn M, m, zwey ver⸗ 
ſchiedene Puncte in einer und eben derſelben krummen {iz 
nie; find ferner MF und mG Normallinien für dieſe 
Stellen, welche einander in K ſchneiden; fo nennt man 
den Winkel MKm die Amplitude des Bogens Mm. 


48. Wenn ADEB ein Kreis ift, fo ſchneiden alle Nor: 
5% mallinien deſſelben, die man durch A, D, E, u. ſ. f. zie⸗ 
hen kann, einander im Mittelpunct C, und die Bogen 
AD, AE, verhalten fic) wie ihre Amplituden ACD, ACE, 

Zu gleichen Bogen AD, DE, gehoͤren gleiche Amplituden 
ACD, DCE, und wenn der Bogen AE doppelt fo groß, 

als AD iſt, fo iſt auch ACE = A ACD, ‘ 
22. §. 
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22. §. 


Die beyden gradlinichten Tangenten Mf, mt, wo⸗ 54. 
zu die Normallinien MF, mG gehören, ſchneiden einan⸗ Na. 
der ebenfalls in E, und alsdenn iſt Ef die Abweichung 
der letzten Richtung des Bogens Mm beym Endpunct m 
von feiner erſten Richtung beym Anfangspunet M. (20. H.) 
Dieſer Abweichungswinkel iſt der Amplitude des Bogens 
gleich, weil allemahl MEm + MKm = 2R = MEm +- 
mEf, alſo MKm=mEf feyn muß. 

Demnach ift die Abweichung KGM der letzten Nichs 48. 
tung eines Kreisbogens AE von feiner erſten Richtung ſei⸗ 5 
ner {ange proportional, weil die Amplitude ACE=KGM 
ſich wie die laͤnge des Bogens verhält. (2 1. $.) 


Fr) 

Eben darum kruͤmmt ſich eine finie von M nach m, 54. 
weil die Abweichung ihrer letzten Richtung in m allemahl dis 
eine Aenderung leidet, wenn die Lange des Bogens Mm, 
es ſey auch ſo wenig als man will, geaͤndert wird. Woll⸗ 
te man Mm uͤber m hinaus ſo verlaͤngern, daß die Ab⸗ 
weichung der letzten Richtung in jedem Endpunet von 
der erſten eben fo groß bliebe, als fie im Punet m war; 
fo würde der über m hinaus dazu kommende Theil kei⸗ 
ne krumme Linie bleiben, ſondern eine grade Linie 
werden. 


Wenn zum Kreisbogen AD immer eben ſo groſſe 48. 
Theile DE, EN, hinzu kommen, fo waͤchſt die Abwei⸗ 9% 
chung der letzten Richtung von der erſten ebenfalls um 
gleiche Differenzen, die alle gleich ACD ſind, die Bogen 
AD, DE, EN, mögen fo klein ſeyn, als man will, wenn 
fie nur gleich groß find. Dieſerwegen aͤndert ſich die Ab⸗ 
weichung der letzten Richtung von der erſten gleichfoͤrmig, 
wenn der Bogen ſelbſt gleichfoͤrmig waͤchſt. 


Cc 5 : Ein 
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Ein und eben derſelbe Kreis hat an allen Stellen 
einerley Krümmung, fo wie die grade Knie an allen 
Stellen einerley Richtung. 


24. F. 

Wenn set) Kreiſe ADG, AFH, einander von in⸗ 
nen beruͤhren, alſo auch im Beruͤhrungspunet eine gemein⸗ 
ſchaftliche gradlinichte Tangente AB haben; fo verhalten 
ſich die Amplituden dieſer Bogen in umgekehrter Ordnung 
wie ihre Halbmeſſer. Wenn man AEF =, ACD=B 
ſetzt, fo it AF = AE, AD gg. AC. Weil ferner 
AF A angenommen wird, fo erhält man . AE == 
B. AC, alſo : H AC: AE. 


Zuſatz. 
Gleich groſſer Kreisbogen, die einander im Anfangs⸗ 
punet berühren, letzte Abweichungen von der gemeinſchaft⸗ 
lichen Tangente im Anfangspunet verhalten ſich alſo eben⸗ 
falls in umgekehrter Ordnung wie ihre Halbmeſſer. (22. §.) 
Wenn in dem beſondern Fall, welchen die 5 1. Figur vor⸗ 
ſtellet, des groͤſſern Kreiſes ADG Halbmeſſer AC zugleich 
des kleinern Kreiſes Durchmeſſer iſt, alsdenn aber CF 
gezogen, und bis an die gröffere Peripherie in D verlaͤn⸗ 
gert wird: fo iſt AEF = 2. ACD, und AD =. AC, 
AF = d. AE. Weil nun AC: AK gν : a: Q, fo er⸗ 
hält man AD AF. Wenn ferner die durch F und D 
gezogenen gradlinichten Tangenten die erſte Dangente AB 
in K und L ſchneiden; fo iſt allemahl BEF S. BID, wie 
Hein auch AD und AF genommen werden wenn nur bey⸗ 
de allemahl gleich groß bleiben, wie hier aus der angenoms 
menen Bedingung folgt, daß C, F, D, in grader Linie 
liegen ſollen. 

25. H. 
Die Gröffe des letzten Abweichungswinkels BEF 


hängt demnach beydes zugleich von der lange des Kreisbo⸗ 
| gens 
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gens AF ab und von der Groͤſſe feines Halbmeſſers AE: ale 
AF : 
lemahl iſt BKF = a (Sehrbegriff 2. Th. 472.§. Geom) 


AD pega ‘ 
BLD= = Weil nun der Vorausſetzung gemaf AF 


== AD bleiben muß, wenn gleich die Halbmeſſer AE, AC, 
wie man will verſchieden ſind; ſo kommt es bey Verglei⸗ 
chung der letzten Abweichungswinkel gleicher Kreisbogen 
von ihrer erſten Richtung auf die Lange der Bogen ſelbſt 
gar nicht an. Dieſemnach kann man eins fuͤr allemahl 
AF = AD 1 annehmen, fo iſt der Abweichungswinkel 


ganz allgemein ae wenn der Halbmeſſer des Kreisbo⸗ 
r 
gens, von dem die Rede ift, Dr gefeßt wird. 
E 26. 9. 
Es bezeichne alſo im allgemeinen & den letzten Abs 


weichungswinkel eines Kreisbogens von feiner erſten Rich⸗ 
tung, wenn dieſer Bogen S1, und fein Halbmeſſer Dr 


1 
iſt: fo hat man * = —, und man findet & = , wenn 
r 


auch r = iff. Nun ift æ der algebraiſche Maaßwinkel, 
deſſen Groͤſſe ein für allemahl bekannt iſt. (lehrbegriff 
2. Th. 473. H. Geom.) und für jeden andern Kreis, deſ⸗ 


fen Halbmeſſer r iſt, zeigt die Gleichung a , wie 
r 


groß der Winkel in Vergleichung mit dem algebraiſchen 
Maaßwinkel fey, um welchen die letzte Richtung eines ſol⸗ 
chen Bogens von dieſem Kreiſe, der ſo groß iſt, als das 
für Eins angenommene Laͤngenmaaß, von feiner erſten 
Richtung abweicht. Waͤre der Bogen AF = AE =—1, 
fo ware auch AEF=BKF =I, und man würde BLD 

1 
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==2 finden. Wenn gleich nicht AE = AE=1, aber 

doch AD = AF genommen waͤre, vorausgeſetzt, daß AE 

I bleibe; fo hatte man BKF = AF=AD, und BLD 
VVV 1 1 

= mithin = = , CAC=r ge 
7725 a » ¢ 9 


fet) und BLD = __ BEF, 
a 


27. §. 

In dieſer Gleichung kann BKF als ein ganz unbe 
ſtimmter Winkel betrachtet werden; ſie vergleicht ganz all⸗ 
gemein die letzte Abweichung eines jeden Kreisbogens für 
den Halbmeſſer r mit der letzten Abweichung eines eben ſo 
langen zum Halbmeſſer S gehoͤrigen Kreisbogens von 


„b 1 
feiner erſten Richtung. Das Verhaͤltniß 


L — 
BRF 1 
iſt unveraͤnderlich, fo lange von einerley Kreiſe die Rede 
iſt, wozu als Halbmeſſer gehört. Dieſe Betrachtungen 
leiten auf einen ſehr deutlichen und ganz beſtimmten Be⸗ 
griff vom Kruͤmmungswinkel in dem Sinn, wie er dem 
Sprachgebrauch in der hoͤhern Geometrie gemaͤß iſt. Die 
Frage iſt hier nicht mehr davon, unter welchem Winkel 
die Richtung des Kreifes im Beruͤhrungspunet A ſelbſt 
von der Tangente AB abweiche? Dieſer Winkel heißt der 
Beruͤhrungswinkel, und derſelbe ift in jedem Fall So. 
Die Frage iſt vielmehr dieſe: wie groß der Winkel ſey, 
unter welchem die Richtung des Kreiſes in einem nach A 
folgenden, von A alſo ſchon verſchiedenen Punct n, von 
der Tangente AB abweiche? Man ſetzt voraus, daß man 
ſchon wiſſe, wie weit die letzte Richtung des eben fo groſ⸗ 
fen mit dem Halbmeſſer D beſchriebenen Bogens von 
der Richtung in A abweiche: denn bey allen Meſſungen 


muß man ein bekanntes Maaß haben, um die auszumeſ⸗ 
2 ſen⸗ 
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ſende Groͤſſe damit zu vergleichen. Die Abweichung in u 
An Am 

ift — = ——, man mag bende gleiche Bogen An, Am 

R Coes g beyde gleiche Bogen An, Am, 


ſo groß, oder ſo klein nehmen wie man will. 


28 4; 5 
Wenn man den Winkel BEF—=r, BLD g ſetzt, 
fo find. die Schluͤſſe des vor. §. nichts anders als leichte 


Folgen aus der Gleichung 8 in (26.5) Wenn ſich 
r 
n gleichfoͤrmig ändere, fo ändert ſich auch I gleichfoͤrmig, 
das Verhoͤltniß — bleibt = BE und es kann nie =H 
n r 


werden, fo lange n noch ein Winkel iſt, der ſich angeben läßt. 
Es iſt ganz einleuchtend, daß ſich der kleinere Kreis AFH 
eben darum ſtaͤrker kruͤmme, als der groͤſſere ADG, weil 
jeder Bogen Am des erſten im Endpunet m von der er⸗ 
ſten Richtung AB um einen groͤſſern Winkel abweicht, 
als ein eben ſo groſſer Bogen An des groͤſſern Kreiſes in 
feinem Endpunet n: dieſerwegen kann jeder Abweichungs⸗ 
winkel eines Kreisbogens in ſeinem Endpunct von ſeiner 
erſten Richtung ſein Kruͤmmungswinkel heiſſen. Die 
lange dieſes Bogens mit dem Halbmeffer dividirt giebt die 
Groͤſſe dieſes Winkels in Vergleichung mit dem Kruͤm⸗ 
mungswinkel eines zum Halbmeſſer Eins gehoͤrigen eben 
fo langen Bogens. Der Kreis ADG kruͤmmt ſich ohne 
Zweifel eben darum nur halb fo ſtark, als der Kreis AFH, 
weil in der Figur BLD==ZBKF iff: fo erhaͤlt man auch 
einen völlig beſtimmten Begriff von der Groͤſſe der Kruͤm⸗ 
mung eines Kreiſes, fie ift dem Kruͤmmungswinkel pro— 
portional, die Kruͤmmungen ungleicher Kreiſe verhalten 
ſich wie die Kruͤmmungswinkel, alſo auch in umgekehrter 
Ordnung wie ihre Halbmeſſer. Die Kruͤmmung eines 
mit 


3: 
ig. 


54. 
tig. 
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mit dem Halbmeſſer Eins beſchriebenen Kreiſes wird als 
bekannt angenommen, und hiemit wird die Groͤſſe der 
Kruͤmmung eines jeden andern Kreiſes leicht verglichen. 


ö 29. §. 

Es iſt eine eigenthuͤmliche Eigenſchaft des Kreiſes, 
daß gleiche Bogen eine gleiche Amplitude haben. Wenn 
alſo auch AN, NG, GH, gleiche Bogen einer vom Krei⸗ 
fe verſchiedenen krummen Linie find; fo haben fie doch kei⸗ 
ne gleiche Amplitude, und eben darum waͤchſt auch die 
Abweichung BLN der letzten Richtung des Bogens AN 
von feiner erſten Richtung AB nicht um gleiche Differen⸗ 
zen, wenn der Bogen um gleiche Differenzen waͤchſt. 
Bey dem allen kann doch in einem ähnlichen Sinne 
wie beym Kreiſe (28. §.) der Winkel BLN der Kruͤm⸗ 
mungswinkel des Bogens AN heiſſen, nur iſt er nicht 
wie beym Kreiſe der ange des Bogens proportional. 
Wenn ein Kreisbogen beſchrieben wird, ſo aͤndert ſich nur 
die Richtung nicht die Krümmung. Wenn dagegen ei⸗ 
ne andre krumme Linie beſchrieben wird; ſo aͤndert ſich 
beydes Richtung und Kruͤmmung. 


30. F. 

Die krumme linie AMam fey alſo nun vom Kreife 
verſchieden, und AM fen ein Bogen von unbeſtimmter 
Länge; fo ift zwar beydes Richtung und Krümmung bey 
jedem folgenden Punet m nicht mehr mit Richtung und 
Kruͤmmung bey dem Punet M einerley, es mag m fo naz 
he als man will bey M angenommen werden. Dem ohn⸗ 
geachtet kann man doch für jede Stelle M die Richtung 
angeben. Wenn bey M alle Aenderung der Richtung 
aufhörte, fo wurde der über M hinaus verlaͤngerte Theil 


Mk mit der gradlinichten Tangente einerley ſeyn. Wenn 


ey M nur die Aenderung der Krümmung ale 
rte, und die Krümmung uͤber M hinaus nach 
aͤndert eben dieſelbe bliebe, wie ſie bey M — 3 

n 


i~ 


dagegen b 
lein aufhd 
m zu unver 
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fo würde der von M nach m zu verlaͤngerte Theil ein Kreise 
bogen ſeyn. Wenn nun gleich Mam kein Kreisbogen iſt, 
fo kann man doch durch M und m allemahl auch einen 
Kreis BMam beſchreiben, deſſen Mittelpunet in die Nor⸗ 
mallinie Mk fällt, wenn an der Sehne Mm bey m ein 
Winkel MmL = K Mm verzeichnet wird, da dann die 
Spitze D des ſo verzeichneten gleichſchenklichten Dreyeckes 
zugleich der geſuchte Mittelpunet iſt. Dieſer Kreis und 
der Bogen Mam haben in M eine gemeinſchaftliche Sanz 
gente MF, im m aber ſchneiden beyde krumme Knien eine 
ander, weil daſelbſt wie hier vorausgeſetzt wird, ihre Tan⸗ 
genten me. ME, einander ſchneiden: alſo ſind mef, mEf, 
die Abweichungswinkel von der gemeinſchaftlichen Tangen⸗ 
te in M. der Winkel mel aͤndert ſich gleichfoͤrmig, wenn 
der Kreisbogen Mbm gleichfoͤrmig waͤchſt oder abnimmt, 
der Winkel mEf aber andere ſich nicht um gleiche Diffe⸗ 
renzen, wenn der Bogen Mam um gleiche Differenzen 
waͤchſt oder abnimmt: demnach iſt das Verhaͤltniß mEk: 
mef ein veränderliches Verhaͤltniß. | 
31. F. f 
Man ziehe durch m auch die Normallinie mG des 
Bogens Mam, welche die gemeinſchaftliche Normallinie 
MF in K ſchneidet, fo iſt MKm des Bogens Mam Am⸗ 
plitude. Eben fo kann man durch M und jeden andern 
Punct m des Bogens Mam allemahl einen Kreisbogen 
ziehen, der dieſen Bogen in M berührt und in m ſchnei⸗ 
det, es mag m fo nahe bey M als man will angenommen 
werden. Bey dieſer Veraͤnderung der Stelle des Puncts 
m in dem Bogen Mam wird zugleich der Mittelpunct des 
durch M und m geführten Kreiſes feine Stelle verändern, 
alſo auch der Halbmeſſer MD nicht einerley bleiben. Wenn 
in der 54 Fig. m in a fällt, fo erhalt man ak anſtatt 
mK, und ad anſtatt mD. So lange aber a nicht mit M 
zuſammen fällt, fo lange koͤnnen auch die Puncte k und 
d nicht zuſammen fallen. . 
32. §. 
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$3; 

Nicht allein das Verhäftnif des Kreisbogens zu fei- 

ner Sehne, ſondern auch das Verhaͤltniß des Bogens 
Mam zu ſeiner Sehne naͤhern ſich deſto mehr dem Ver⸗ 
haͤltniſſe der Gleichheit, je kleiner dieſe Bogen angenom⸗ 
men werden. Wenn nun eine Gleichung zwiſchen den 
rechtwinklichten Coordinaten AP=x, PM=y, für die 
krumme linie bekannt iſt, und der Winkel PMT O ge 
ſetzt wird, fo hat man tang. P= der Grange des Wer⸗ 


thes 25 Waͤchſt aber die Abſeiſſe x um eine unber 


ſtimmte Differenz Pp = dx, fo wählt O um die Diffe⸗ 
renz d= mEf= MKm. (Anfangsgr. der Math. Anal. 
105.9) Es fey der Bogen AM=s, alſo Mam eine 
unbeſtimmte Differenz deſſelben —ds; ferner fey des 
Kreisbogens Mbm Amplitude MDm Sd, fein Halb- 
meſſer Sr: fo find bendes r und dW veraͤnderliche Groͤſ⸗ 
fen, die von der {ange des Bogens Mam —ds abhängen 
(31. §.), und der Kreisbogen Mbm iſt rd Weil 


ds 
di des Werthes —— =ı, und eben 
die Grange h nad I, 
die Grange des Werthes 5 Sl iſt; fo 
— u, So 3 1 
ſo die Graͤnze de Kar; 3 fe muß 


. 3. 5. 

Die Sehnen gleich langer Kreisbogen, wenn dieſe 
zu ungleichen Halbmeſſern gehören, find ungleich groß, 
die Sehne des weniger gekruͤmmten Bogens iſt laͤnger, als 
die Sehne des mehr gekruͤmmten: indeſſen iſt doch die 
Graͤnze des Verhaͤltniſſes dieſer Sehnen gegen einander 


das Verhältniß der Gleichheit. Es fey wie oben AEF a, 
ACF 
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ACF=8, AE=r, Ac nr, alſo ACF = 4 
4 : m 


I ; 
ne, wenn man —=n feßtz fo iſt chord. A Fr ar fin Sc, 
in . 


; hord, AD 
chord. AD amr ſin. n 22. Das giebt —— 
x chord, AF 
m fin, n. 5% ‘ 
= — ——, und es iſt ſin. n. dan. (cof Faynmt 
fin, $2 5 


n. 1 — I. n — 2 


fin. 2 — ———— (0.3 fin, 2% f 
1.2.3 : 
fi _gthsed, AD = (cof ia ET 
chord, AF : ie 12 

cof, un fin. S ..... Wird nun e o geſetzt, fo 
iebt das chord. AD : \ 

te — — II * 

a ‘ chord, AF 


Es folgt dieſes auch ſchon, wenn man vorausſetzt, 
daß beyde Bogen AD, AF, zwar kleiner werden, aber 
dabey doch allemahl gleich groß bleiben ſollen. Denn die 
Graͤnze des Verhaͤltniſſes jedes Bogens zu feiner Sehne 


: „A 
iſt das Verhaͤltniß der Gleichheit: alſo ift eine 


hord. AD 
: Are. AF soiled ith chord. AD 
5 — a — — 
chord AF chord. AF ; 


wenn Arc, AD = Arc. AF bleibt. Die Amplituden beys 
der Bogen bleiben dagegen in einem beſtaͤndigen Verhaͤlt⸗ 


i EEE 
niſſe, und es kann das Verhaͤltniß an fich der Graͤn⸗ 


ze 1 gar nicht nähern, 


34. §. | 

Weil in jedem Punet des Bogens Mam, der nach 

M folgt, die Kruͤmmung 9 5 von der Kruͤmmung in 
ö Br NM 
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M verſchieden iſt; ſo mag man den Bogen Mam ſo klein 

annehmen, als man will, er wird nie völlig die Natur 

eines Kreisbogens haben: bende Normallinien MD, MK, 

konnen nie gleich groß werden, fo lange m noch von M 

verschieden iſt. Denn im Dreyeck mKD hat man KD = 
MD. fin. (dy do) f 


„ ft MK = MD ＋ DR 
fn do „ alſo ift ＋ 

fin, (dy d) ee 
— MD, und — 

G+ fin d ) und das giebt 75 * 
8 of, d 

3 d. So lange m noch von 

ſin. do 


M verſchieden iſt, fo lange find dp und ach ungleich, und 
MK N — € » . . 
ee ift kein Verhaͤltniß der Gleichheit. 


35. F. 

Setzt man voraus, daß Sh m mit M zuſammen 
falle, ſo fallen zugleich bende Tangenten mE, me, mit 
Mf zuſammen, und eben fo beyde Normallinien mK, mD, 
mit MF, In dem Fall, welchen die 54 Figur vorſtellet, 
iſt allemahl dL dc, alſo auch find) ſin dP, aber 
coſ. d / S coſ. do, alſo MK MD. In dem Fall, wel⸗ 
ſchen die 55 Figur vorſtellet, iſt das alles nur umgekehrt. 
Bey eben der Vorausſetzung, daß m mit M zuletzt zu⸗ 


ammen falle, erreicht das Verhältniß 405 die Graͤnze 


=I. Denn im Dreyeck Mik iſt der Winkel an m 
90° — 34 +49 — ddl. 90 — (db — 240), und 
uͤberdem iſt ehord. Mm: fin. d= MK: ſin MmK. Dar: 
aus folgt MK fin. dq chord Mm eof. (da 2d), ak 
fo MK = chord Mm. (cot. dq cof 349 + fin. $d), oder 
chord. Mm 
MR ——. Bog. Mam. (cot. dy cof 3 dꝰ + 
Bog. Mam f 
fin.249). Die Vorausſetzung, daß m mit M re 
: allen 
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fallen ſolle, erfodert, daß man Bog. Mam o fehe: als⸗ 
Sehne Mm 


denn wird D =1, Bog. Mam rd, 
og. Ma 
(32. §.), fin zdꝰ So, cof 3d@=r, und man findet 
MK 
MK ==rdy tor, db = -— rasp cof dp 1 
fin, dx fee 


MM dd col. 


MD fin, b 
; 3 N 
a d iſt ſ. d 
Gung gemaͤß verſchwindet, fo ift aad 1, coſ. dq 


Weil nun dy der Vorausſe⸗ 


= d halt —— = als die G aͤnze des 
=I, und man er — ie Graͤnze 
: MD 4 


ve 


MK 
anderli Verhaͤltniſſes — 
veränderlichen Verhaͤltniſſ == 


35. F. 
: 7 5 MK 

Im 32. §, war die allgemeine Gleichung ge 

1+ ete eet ies col. d). Weil nun wenn m 
ſin. do 
i MK ; 
in M fallen fol dJP=o, dur und — — =ı wird 
st 
d 
(35. §.) fo findet man auch die Grange = v =I, 
In. dp 


Re ‘ 
oder die Graͤnze 1 = 1. Weil nun im 32. $. die 


d 
Graͤnze ==! war, fo wird zugleich die Oranje 
7 rau „ 


ds ds 
—— =1, und = =MK Wenn alſo der 


rd 
Dd 2 Halb 
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e 
Halme Bakr 8 genommen, und der Kreisbo⸗ 


gen MN beſchrieben wird, fo kann derſelbe den Bogen 
Mam nicht mehr ſchneiden, und man kann mit keinem an⸗ 
dern Halbmeſſer, der MH fo wenig man will uͤbertrift, 
(54. Fig.) durch M einen Bogen beſchreiben, der zwi⸗ 
ſchen Mam und MN durchginge, ohne daß er Mam ſchon 
ſchnitte. Jeder Bogen mit einem Halbmeſſer, der lei: 
ner als MH ift, eben fo beſchrieben liegt ganz an der hoh⸗ 
len Seite des Bogens MN. Dieſemnach iſt MN eine 
Graͤnze zwiſchen allen Kreiſen, welche Mam ſchneiden, 
und allen, welche dieſen Bogen Mam bloß beruͤhren. In 
dem Fall, welchen die 54 Figur vorſtellet, iſt der Kreis 
MN kleiner als alle Kreiſe, welche Mam noch ſchneiden, 
und groͤſſer, als alle Kreiſe, welche dieſen Bogen bloß 
beruͤhren. 


37. 5. 

Das leitet auf die Folge, die Kruͤmmung des Bo⸗ 
gens Mam muͤſſe an der Stelle M mit der Krümmung 
des Kreiſes MN einerley ſeyn. Wenn emlich in M ale 
le Aenderung in der Krümmung der Linie AM aufhörte; 
fo würde der über M hinausfallende Theil mit dem Kreis: 
bogen MN einerley ſeyn Der Kreis MN heißt daher 
der Kruͤmmungskreis für die Stelle M, und fein Halb: 
meſſer der Kruͤmmungshalbmeſſer. Alle andre Kreiſe 
die ihre Mittelpuncte in MF haben, lenken ſich anfangs 
bey M entweder weniger, oder mehr von der Tangente 
Mf ab, als der Bogen Mam fic) davon ablenkt. In der 
55 Figur wuͤrde der Mittelpunct eines Kreiſes, der dieſe 
Eigenſchaft hätte, viel weiter als D von M entfernt ſeyn: 
fie iff nue darin von der 54 Figur verſchieden, daß in 
dem Fall, welchen dieſe 55 Figur vorftellet, der Kruͤm⸗ 
mungskreis groͤſſer iſt, als alle Kreiſe, welche Mam 
noch ſchneiden, und kleiner, als alle Kreiſe, welche 
dieſen Bogen bloß beruͤhren. 9 

38. 9. 
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38. F. 

Dieſen Schluͤſſen gemaͤß ſind Kruͤmmungswinkel 
und Beruͤhrungswinkel nicht einerley. Es iſt nicht ei⸗ 
nerley, ob man die Richtung eines Kreisbogens BMin, 
oder einer andern krummen Linie AMam, an einer gegebe⸗ 
nen Stelle M wiſſen will, oder auſtatt deſſen, die erſte 

Ablenkung der krummen Linie von der Richtung i in M. 
Mehrere Kreiſe, mehrere krumme linien, koͤnnen einan⸗ 
der in einerley Punet M berühren, wenn fie daſelbſt eine 
gemeinſchaftliche gradlinichte Tangente haben: an der 
Stelle M ſelbſt machen fie alsdenn mit dieſer Tangente 
gar keinen Winkel, weil ja ſonſt ihre Richtung an die⸗ 
ſer Stelle mit der Richtung der Tangente nicht einerley 
waͤre. Dagegen kann der erſte Ablenkungswinkel von 
dieſer Richtung für alle ſolche krumme linien verſchieden 
ſeyn. Dieſer erſte Ablenkungswinkel iſt nicht der erſte, 
den man in der Zeichnung darſtellen, ſondern der erſte, 
welchen ſich der Verſtand vorſtellen kann. 


39. F. ; 

Die Verhaͤltniſſe dieſer erften Abweichungswinkel 
laſſen ſich angeben. Iſt von zweyen Kreiſen die Rede, 
ſo verhalten ſich dieſe erſten Ablenkungswinkel, wie jede 
zwey andre, die mit gleichlangen Bogen zuſammen gehoͤ⸗ 
ren. Eben ſo laſſen ſich die erſten Ablenkungswinkel zweyer 
andrer krummer linien von ihrer gemeinſchaftlichen Tan⸗ 
gente im Beruͤhrungspunct mit einander vergleichen. Fuͤr 
jede laßt ſich ein Kreis angeben, der dieſelbe gradlinichte 
Tangente in eben demſelben Punet beruͤhrt, deſſen erſter 
Ablenkungswinkel von der Tangente eben fo groß iſt, als 
der erſte Ablenkungswin cel der damit zuſammen gehoͤrigen 
krummen linie, nemlich der Kruͤmmungskreis fuͤr dieſe 
Stelle: (96. §.) alſo verhalten ſich die erſten Ablenkungs⸗ 
winkel bender krummer Linien gegen einander umgekehrt, 
wie die Halbmeſſer dieſer Kruͤmmungskreiſe, welche ver⸗ 

Dd 3 mit⸗ 
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ds 
mittelſt der Formul r ae (35. H.) getunken werden. 
dp 


Die nähere Anleitung dazu findet man in meinen An⸗ 
fangsgrunden der Mathematiſchen Analyſis und hir 
bern Geometrie, IV. Abſchnitt 107. u. f. Hö. 


Durch den bisherigen — wird zugleich der In⸗ 
halt des 58. H. der oben ſtehenden 1. Abhandlung umſtaͤnd⸗ 
lich erlaͤutert. Will man die gemeine algebraifche Rech⸗ 
nungsſprache beybehalten; ſo kann man alles leicht in die⸗ 
fe Sprache uͤberſetzen. Man ſtelle ſich einen Bogen wie 
Mam unendlich klein vor , fo ift er feiner unendlich kleinen 
Sehne gleich; auch iſt die gebrochene finie MEm unend— 
lich klein und eben ſo groß, als Sehne oder Bogen. Der 
Theil ME macht mit der Tangente ME gar keinen Win⸗ 
kel, ME ſtellet die Richtung des Bogens Mm in feinem 
Anfangspunct vor, er macht hier mit der Tangente gar 
keinen Winkel, das heißt der Beruͤhrungswinkel in M 
iſt =o. Aber mE weicht von MF um einen unendlich 
kleinen Winkel mEf ab, dieſer iſt nicht in eben dem Sin⸗ 
ne So, mE ſtellt die Richtung des unendlich kleinen Bo: 
gens in ſeinem Endpunet vor, und Mam hat ſchon eine 
unendlich kleine Amplitude, die = mEF iff. Der unend⸗ 
lich kleine Abweichungswinkel mEF iff der Kruͤmmungs⸗ 
winkel: er wuͤrde fuͤr weiter folgende gleiche Bogen um 
eben ſo groſſe Differenzen wachſen, wenn die Kruͤmmung 
ſich nicht weiter aͤnderte Das wuͤrde der Fall ſeyn, 
wenn man durch Mund m einen unendlich kleinen Kreis⸗ 
bogen führte, deſſen Amplitude SmEf ware: er wuͤrde 
mit dem Bogen Mam voͤllig zuſammen fallen, und mit 
ohm einerley Kruͤmmung haben. 


— 
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\ 78. Seite. 

Von der erſten Abhandlung hatte ich, nachdem ſie ab⸗ 

gedruckt war, einige Exemplare an einſichtsvolle 

Freunde mit der Bitte vertheilt, wenn ihnen Stellen vor⸗ 

kommen moͤgten, welche nach ihrem Urtheil mehr Beſtaͤ⸗ 

tigung oder Erlaͤuterung beduͤrften, ihre Gedanken dar⸗ 
uͤber mir mitzutheilen. Einer von dieſen Freunden hat 
gegen die am Ende der 78 Seite befindliche Stelle die Ber 
denklichkeit geaͤuſſert: „ich hätte hier, wie es ſchiene, bee 
hauptet, Newtons Flurionen und Leibnitzens Differen⸗ 
tialien wären völlig einerley. „ Dem ſtehe aber das ents 
gegen, was Mewton ſelbſt in dem beruͤhmten Scholion 
(Philoſ. Natur, Princip. Mathem. Set. II. beym Lemm. 
II.) gegen das Ende deſſelben mit den Worten davon 
"tage: 

„referipfit vir Clariſſimus (Leibnitius) fe quoque in 
ejusmodi methodum incidifle, et methodum ſuam 
communicauit a mea vix abludentem praeterquam in 
verborum et notarum formulis, et idea generationis 
quantitatum. „ 

Eben dieſe Worte aus eben demſelben Scholion habe ich 

im 67. F aus der erſten fondner Original-Ausgabe vom 

Jahr 1687 angefuͤhret: daſelbſt fehlen aber die letzten hier 

mit andrer Schrift gedruckten Worte: 
et iden generationis quantitatum. 

Das muß alſo wohl ein Zuſatz ſeyn, der in der aten Aus⸗ 

gabe allererſt beygefuͤgt iſt: in der zten Ausgabe ſtehet, 

wie allgemein bekannt iſt, ein ganz anders lautendes Scho⸗ 
lion. Ich beſitze die ate Ausgabe nicht, kann fie alſo 
8 4 nicht 
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nicht vergleichen. In der bekannten mit einem vollſtaͤndi⸗ 
gen Commentar verſehenen Ausgabe der Herrn Le Seur 
und lacquier, wobey die dritte Original-Ausgabe zum 
Grunde gelegt iſt, fängt im Tom. II, pag. 61, die beyge⸗ 
fügte Anm. + mit den Worten an: 

In praecedentibus editionibus iſtud ſcholium hoe modo 

fe habebat; b 
es iſt alſo in der mehrern Zahl von beyden vorigen Ausga⸗ 
ben die Rede, welches anzuzeigen ſcheint, das Scholion 
laute in beyden völlig uͤbereinſtimmend. Das hier abge: 
druckte Scholion lautet auch ſonſt bis auf eine nichtsbe⸗ 
dentende Kleinigkeit von Wort zu Wort völlig fo, wie 
ich es in meinem eben angeführten Exemplar von der evs 
ſten Ausgabe finde; nur die eben bemerkten Worte: 

et idea generationis quantitatum, n 
finden ſich in der Ausgabe der Herrn le Seur und lacquier, 
aber nicht in der J. fondner Ausgabe von 1687. 

In der ganz neuen Ausgabe, welche Herr Profeſſor 
Teſſaneck in Prag ebenfalls mit einem vollſtaͤndigen Com⸗ 
mentar heraus giebt, ſteht im Part, J. Libri II. Pragae 
1783 pag. 36. alles ſo, wie in der Ausgabe der Herrn 
Le Seur und Iaequier. 

Dem ſey indeſſen, wie ihm wolle, der kleine Zuſatz, 
wovon hier die Rede iſt, ſtoͤßt das gewiß nicht um, was 
ich auf der 78. Seite geſagt habe. Hier ſtehet keineswe⸗ 
ges die Behauptung: 

daß Newtons Fluxionen und Leibnitzens Differentia⸗ 
lien voͤllig einerley ſind, f 
vielmehr hatte ich kurz vorher im 68. §. 77. H. geſagt, was 
Newton momenta nennt, fey mit beibnitzens Differen⸗ 
tialien einerley. Daraus und aus dem, was weiter im 
69.4. folgt, konnte ich die Folge ziehen 
Newtons Fluxionenrechnung, und Leibnitzens Diffe⸗ 
rentialrechnung, ſey nicht allein in Anſehung der Rech⸗ 
nungsregeln ſelbſt, (und dagegen hat hoffentlich nie⸗ 
mand 
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mand etwas einzuwenden) ſondern auch in Anſehung 
der Gruͤnde, worauf beyde beruhen, vollkommen ei⸗ 
nerley: nur habe Newton dieſe Gruͤnde (freylich nur 
hie und da in ſeinen Schriften zerſtreut) beſſer, deut⸗ 
licher und völlig mathematiſch richtig angegeben. 

In feiner Abhandlung: Methodus fluxionum er fe 
rierum infinitarum, an der Stelle welche ich auf der 79. 
S. angeführt habe, ſetze man keibnitzens dx, dy, anſtatt 
Newtons xo, yo, (das find nemlich Newtons momen- 
te; x, y, find feine Glurionen) und ſchreibe hiernaͤchſt 
das ganze Exempel ab: alsdenn waͤre ich doch begierig zu 
wiſſen, worin ſich nun Newtons Einleitung der ganzen 
Rechnung von der beibnitziſchen Methode unterſcheide. 

In der Gleichung 

x3—axx T axy— y O 
ſoll x + dx und y ＋ dy anſtatt x und y geſchrieben wer⸗ 
den, und das giebt eine Gleichung, wovon man die vori⸗ 
ge ſubtrahiren kann, ſo bleibt : 
gxxdx — 2axdx -- aydx 4-axdy — 3yydy + gxdx?— adx? 
Tadxdy — gydy* de — dy?=o, ; 

Nach teibnigen nimmt man dx, dy, unendlich 
klein an, damit die hoͤhern Potenzen davon in Verglei⸗ 
chung mit der erſten verſchwinden: darum bleiben nur die 
fünf erſten Glieder der Gleichung. In eine andre Spra⸗ 


l 
che uͤberſetzt heißt das: wenn die Graͤnze — ſich be⸗ 
A 


ſtimmt angeben laͤſſet, fo verſtehet es ſich von ſelbſt, daß 
** ſey, wenn dx und dy beyde zu⸗ 
dx dx 
gleich Null werden, u. ſ. f. Yagi 
Nach Neweon find dx, dy, oder xo, yo, eben 
falls unendlich klein, denn es find Producte aus endlichen 
Griffen x, y, in eine unendlich kleine Groͤſſe o; (m. ſ. 
Do g oben 
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oben 75. 76. S. den 67 u. 68. §. der I. Abh.) es find in 
der unendlich kleinen Zeit o mit den Geſchwindigkeiten 
%, Y, beſchriebene unendlich kleine Wege. Die erſten 
5 Glieder der Gleichung haben den Factor o, die folgen⸗ 
den vier den Factor oo, die beyden letzten den Factor 
ooo, Wird alles mit o dividirt, fo bleiben vier Glieder 
mit dem Faetor o, und zwey mit dem Factor oo; dieſe 
verſchwinden alſo, weil o unendlich klein iſt, und die ere 
ſten 5 Glieder bleiben nach Newtons Bezeichnung fo auge 
gedruͤckt : 5 3 5 
xxx — gaxx T ayx T xy gyyy . 
Wenn dieſer Vortrag aus andern Stellen in Newtons 
Werken nicht mehr Licht erhielte, ſo wuͤrde man ſchwerlich 
recht deutlich wiſſen koͤnnen, was er eigentlich haben will. 
Der Zusammenhang in feinen Schluͤſſen läßt ſich aber fo 
uͤberſehen . ö 
Wenn x, Y, noch von einer dritten veraͤnderlichen 

Groͤſſe 2 abhängen, wovon man vorausſetzt, daß fie gleich⸗ 
förmig wachſe; fo iſt fein o ſoviel als leibnitzens dz, und 


. „„ 
x, y, ſoviel als die Grange att he Wenn alfo x 
dz dz 


D ift, oder dx felber gleichfdemig wͤͤchſt; fo iſt x, 


y=—, und man hat 
dx 


d d 
3xx —aaxtay-t ax, 3 3y. * o. 
5 dx dx 


Wie geſagt, wenn ich nicht aus andern Stellen in New⸗ 
tons Schriften, welche ich oben in der J. Abhandlung groͤ⸗ 
ſtentheils angefuͤhrt habe, mich davon unterrichtet haͤtte, 
wie alles zuſammen hienge; fo würde ich hier ex idea ge- 
nerationis quantitatum keine ſonderliche Belehrung finden. 
Das o iſt anfangs bey Einleitung der Rechnung eine gang 
unbeſtimmte Groͤſſe. x0, yo, find davon abhaͤngende 

a ” unbe⸗ 
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anbeftimmte Ineremente: daraus rechtfertiget es ſich, daß 
man die gefundene Gleichung mit o dividiren konne. Nach 
der Divifion laͤßt man o verſchwinden, weil man eine 
Gleichung zwiſchen den Graͤnzen x, Y, nicht zwiſchen den 
unbeſtimmten Incrementen xo, yo, ſucht. 

Newtons Fluxionen und leibnitzens Differentialien 
ſind demnach eben ſo von einander unterſchieden, wie 
Newtons Fluxionen und Newtons momenta, incremen- 
ta vel decrementa momentanea: dieſe (tern find mit 
feibnifens Differentialien völlig einerley. In der Glei⸗ 
chung 3x°dx — gaxdx + aydx + axd — 3yydy So, 
find dx, dy, momenta; wenn: gleichförmig waͤchſt, al⸗ 
fo dz ein unveränderliches Moment ift, (das tempus per 
analogiam) wovon dx, dy, als veränderliche 9 


abhängen, fo iſt auch (gx? — 2ax + ay). + 


dy dx dy 
—3y).— = —. , find veraͤnder⸗ 
(ex — 3) a o, und ge? find veraͤnder 
liche Fluxionen. Iſt dx ſelbſt . ſo hat man 
; areas Cay f (ar 35). =, 
X 


und man muͤſte nach Newtons zuerſt gewählten Bezeich⸗ 


nung 31 — 2ax Tay + (ax — 3y?) Yo ſchreiben, 
es waͤre nun dx das tempus per analogiam. 

In den Princip. Phil. Nat. Math. Lib, II. Lemm, II. 
wird A, B, ſtatt x, y, a, b, ſtatt x, y, geſchrieben. 
Das Moment von A® iſt nun nns. a, die Fluxion 
waͤre, wenn der einmahl feſtgeſetzte Sprachgebrauch blei⸗ 


An 
ben follte — = nAnT!, 
a * 
Newton ſelbſt redet hier ſchon ſo, daß er zu erken⸗ 


nen giebt, es ſey gleichviel ob a, b, momenta, oder * 
siones heiſſen ſollen. 


Mo: 
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Momenta, vel mutationum velocitates dicantur, a, b, 

e, etc. (a a. O. I. Ausg. 25 1. S.) 
Das Moment Ani. a iſt der Fluxion nAn = propor⸗ 
tional, wenn a conſtant if, Man betrachtet nur die 
Verhaͤltniſſe der Fluxionen, alſo kann man bey der Rech⸗ 
nung die Momente ſtatt der Slurionen behalten, weil jene 
ſich wie dieſe verhalten. Alsdenn ſtellen a, b, unveraͤn⸗ 
derliche Fluxionen vor, womit man die davon abhängen: 
den veraͤnderlichen vergleicht; an ſich find es nichts ane 
ders, als unveraͤnderliche ſelbſt nach Newtons Sprache 
unendlichkleine Differenzen, womit man die veraͤnderli⸗ 
chen vergleicht. : 

Dey dieſer Vorſtellung bleibt auch Maclaurin, wie 
ich oben im 79 F. der J. Abh. 89. S. bemerkt habe, wo⸗ 
mit man Maclaurins Werk Tom, II. Art. 701, 704, 706, 
vergleichen kann. Ich finde alfo keinen Grund, mein Ure 
theil uͤber den vermeinten Unterſcheid zwiſchen Fluxionen⸗ 
und Differentialrechnung zuruͤck zu nehmen. Wenn 
gleich Newtons Fluxionen mit feinen Momenten vermoͤ⸗ 
ge der Begriffe, die er davon feſtſetzt, nicht ganz einerley 
ſind; ſo werden ſie es doch, ſobald er ſie in Rechnung 
bringt Mit dem Vortrage beym Maclaurin hat es eben 
dieſelbige Bewandniß. : EN 

Jetzt geben ſich die mathematiſchen Schriftſteller 
Mühe deutlich zu ſchreiben: es ſcheint mir wenigſtens fo, 
daß man entweder vormahls oft nicht ohne Abſicht undeut⸗ 
lich geſchrieben habe, oder daß es den Erfindern, und an⸗ 
dern, welche die Erfindungen weiter bekannt machten, oft 
ſelbſt noch an der rechten Deutlichkeit der Grundbegriffe 
gefehlt haben muͤſſe. Mir hat es immer merkwuͤrdig ge⸗ 
ſchienen, daß Newton ſein Unendlichkleines mit dem Buch⸗ 
ſteben o, nicht mit der Null bezeichnet. Wollte er viel⸗ 
leicht im Grunde eben ſo etwas damit ſagen, als nach den 
gemeinſten Vorſtellungen das feibnigifche dx, dy, bes 
zeichnen ſoll? ein Mittelding zwiſchen Nichts und Et, 

was? 
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was? Der Vortrag an der im 67 und 69. §. angefuͤhr⸗ 
ten Stelle allein giebt darüber keinen ganz deutlichen Auf 
ſchluß: man muß die Stellen vergleichen, welche ich im 
68. H. der I. Abh. aus den Princip, Phil, Nat. Math. anges 
fuͤhrt habe. N 

Sehr intereſſant waͤre uͤbrigens eine moͤglichſt ge⸗ 
naue und vollſtaͤndige Geſchichte der Begriffe und Schrfäße 
vom Mathematiſch Unendlichen. Mehrere neuere Schrift⸗ 
ſteller, wenn ſie die Geſchichte der Mathematik beruͤhren, 
erzählen uns, daß Kepler in feiner Stereometria dolio- 
rum, Linz, 1615, zuerſt den Nahmen und Begriff des 
Unendlichen eingefuͤhrt habe. Auch Montucla ſtimmet 
damit uͤberein in der Hiftoire des Mathematiques Tom. II. 

ag. 17. ö 
8 mT (Kepler) ofa le premier introduire dans le langa- 
ge ordinaire le nom et I idee de ] infini. Le Cercle 
n'eft, dit-il, que le compofé d’une infinité de trian- 
gles, dont les fommets font au centre, et les bafes 
forment la circonference, — ——- — „ 

Eine ähnliche Sprache in der lehre vom Kreiſe, wore 
uͤber man ſich doch ſehr richtig geometriſch erklaͤrte, muß 
man wohl ſchon früher geredet haben. In Stifelii Arith- 
metica integra, welche ich in den obenſtehenden Abhand⸗ 
lungen mehrmahls angeführt habe, findet ſich ein 

Appendix Libri Secundi De Quadratura Cireuli, 
(a. a. O. fol. 224) : 
der in mehrern kurzen Saͤtzen beſtehet, wovon die drey er- 
ſten den Sinn der Frage de quadratura circuli fo feſtſe⸗ 
2 „daß von circulo mathematico nicht phyfico die Rede 
enn ſolle. Hiernaͤchſt folgen die nachſtehenden drey Gage. 
4. Triangulus eſt polygoniarum omnium prima. 
5. Omnium polygoniarum vltima eft eirculus, : 
6. Re&e igitur deſeribitur eirculus mathematicus effe 
polygonia infinitorum laterum. 


Die 
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Dieſe drey Saͤtze ſind ganz in Newtons Geiſt geſchrieben: 
der Kreis iſt unter allen regulaͤren Polygonen das letzte, 
er iſt die Graͤnze, die kein inneres uͤbertreffen, und unter 
welche kein aͤuſſeres abnehmen kann; fa eine ſolche Graͤn⸗ 
ze, die eigentlich kein regulaͤres Polygon ganz erreichen 
kann. Wenn es mir nicht bisher an den noͤthigen Huͤlfs⸗ 
mitteln gefehlt hätte, wozu bey Unterſuchungen dieſer Art 
vornemlich der verſtattete Gebrauch vollſtaͤndiger Buͤcher⸗ 
ſammlungen gehört; fo hatte ich ſchon den Verſuch ge: 
macht, eine kleine fide in der Geſchichte der Mathematik, 
die ich hier bemerkt zu haben glaube, zu ergaͤnzen. 


Zum 44. §. 47 Seite. a f 
„Die Ausdruͤcke vom Unendlichkleinen ganz zu ver⸗ 
meiden, (das iſt eine Bedenklichkeit eines andern Freun⸗ 
des) ſcheint nicht rathſam zu ſeyn. Die kurzen Regeln, 
wie Groͤſſen, die unendlich wachſen oder abnehmen, ge⸗ 
gen einander, oder gegen andre verſchwinden, u. ſ. w. 
werden gleichwohl wegen der promten Reſultate, die 
ſie verſchaffen, ihren Werth behalten, wenn ſie gleich 
nach der in der I. Abh. vorgetragenen Theorie allererſt 
in ihrem völligen licht erſcheinen. , 
Hiegegen habe ich gar nichts einzuwenden, ich habe viel- 
mehr eben daſſelbe in der erſten Hälfte des 44. H. 46. Seite 
geſagt. Ich wuͤnſche nur, daß man kuͤnftig in Elemen⸗ 
tarbuͤchern, und ſelbſt etwas vollſtaͤndigern Werken, die 
zum Unterricht für ſolche Sefer geſchrieben werden moͤgten, 
welche die Wiſſenſchaft daraus lernen wollen, die bisher 
gewoͤhnlich geweſene Ordnung umkehre. (28. .) Die furs 
zen aus den im 29 — 42. §. beurtheilten Vorſtellungsar⸗ 
ten hergenommenen Regeln, nach welchen man die gefuch: 
ten Reſultate ſo leicht und promt findet, ſind Concluſionen 
beym Vortrage einer richtigen Theorie die Grundlehren 
von den Graͤnzen der Werthe veraͤnderlicher Groͤſſen, von 


den Graͤnzen veraͤnderlicher Verhaͤltniſſe und Summen, 
ſind 
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ſind die Praͤmiſſen dazu. Man fange alſo mit dieſen 
ſichern, deutlichen und wahrhaft mathematiſchen Grund: 
lehren den Vortrag an, leite hiernaͤchſt die bekannten Re⸗ 
geln daraus her, und uͤberſetze ſie in die gemeine Sprache 
vom Unendlichen: vergeſſe aber auch nicht, den Sefer zu 
erinnern, daß das alles nur Rechnungsſprache ſey, die 
zwar beym algebraiſch-analytiſchen Vortrage der Geome⸗ 
trie gebraucht werden koͤnne, uͤbrigens aber keinesweges 
für die reine Geometrie gehöre. 


Zum 28. F. 28. S. unten. 
Die hier vorkommende Stelle: 
Eines andern neuen Grundſatzes, den die Aeademie zu 
fordern ſcheint, beduͤrfen wir nicht,. — — — 
hat die Erinnerung veranlaſſet, 5 
„es ſcheine daraus zu folgen, als wenn ich die Preis: 
frage der Koͤnigl. Academie fuͤr uͤberfluͤſſig halte, und 
gleichwohl hätte ich mich ſelbſt gegen die gewoͤhnlichen 
lehren vom Mathematiſch Unendlichen erklaͤrt, und 
wolle fie fogar aus den Lehrbuͤchern weggelaſſen wiſſen. , 
Ueber den letzten Punct habe ich mich eben erklaͤrt, 
und was den erſten Punet betrift, fo glaube ich, es er: 
helle aus meinem ganzen Vortrage, daß nach meiner Ue⸗ 
terzeugung die Preisfrage fuͤr den jetzigen Zuſtand der 
Wiſſenſchaft recht ſehr intereſſant fey So wie die Nach: 
richt, welche ich auf der 4. Seite habe abdrucken laſſen, 
gefaßt iſt, enthalt fie zwey Fragen, wovon die letzte die 
erſte gewiſſermaſſen aufzuheben ſcheint Man verlangt 
une theorie claire et précife de ce qu on appelle Infins 
en Mathématiques, 
Groſſe Analyſten aber, fo lautet es gleich nachher, hate 
ten eingeſtanden, N 
que les termes grandeur infinie font contradittoires. 
Deßwegen ſoll man zeigen, wie aus einer widerſprechenden 
Vorausſetzung (ſuppoſition eontradictoire) fo viele wahre 
lehrſaͤtze hatten gefolgert werden koͤnnen, und man ſoll 
N un 
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un principe für, clair, en un mot vraiment mathéma- 
tique, propre a etre ſubſtituẽ a I Infini 
anzeigen, ohne die vermittelſt deſſelben anzuſtellenden Un⸗ 
terſuchungen zu erſchweren. f 
Daß in dem Ausdruck: Unendliche Groͤſſe kein Wi⸗ 
derſpruch liege, glaube ich im 18. u. f. H. 19, u. f. S. 
bewieſen zu haben; er bezeichnet indeſſen nur einen alge⸗ 
braifchen Grundbegriff, den man nicht in die reine Geo⸗ 
metrie uͤbertragen muß. Die Sprache worin man die 
Rechnungsregeln mit dem Unendlichkleinen, dem Unend⸗ 
lichgroſſen und ihren unzaͤhligen Ordnungen eingekleidet 
hat, lautet zwar ſehr widerſprechend: allein ich habe ge⸗ 
wieſen, daß von dieſer Sprache nichts abhaͤngt. Die 
Sache ſelbſt war und blieb immer mathematiſch richtig. 
(39. . Wenn ich nun aus dem allen folgere, 
daß wir keines andern neuen Grundſatzes beduͤrfen, 
weil die ſichern, deutlichen und wahrhaft mathemati⸗ 
ſchen Gruͤnde, worauf alles beruhet, (die Grundbe⸗ 
griffe von den Graͤnzen der Werthe veraͤnderlicher 
Groͤſſen) eben ſo lange, als die Rechnungsregeln ſchon 
bekannt geweſen ſind; 
fo erklaͤre ich dadurch die Preisfrage gewiß nicht für uͤber⸗ 
fluͤſſig. Ich gebe vielmehr der zweyten Foderung der Aca⸗ 
demie gemaͤß ſolche wahrhaft mathematiſche Grundlehren 
an, welche an die Stelle der gemeinen Vorſtellungsarten 
vom Unendlichen geſetzt werden koͤnnen. Weil dieſe 
Grundlehren laͤngſt bekannt geweſen find, fo konnte ich 
hinzu feßen, daß wir keines andern neuen Grundſatzes 
beduͤrfen: ich denke, das heiſſe nicht die Preisfrage ſelbſt, 
fondern nur die Bemuͤhung für uͤberfluͤſſig erflaren, wenn 
jemand ſuchen wollte, hier ganz neue ſonſt unbekannt 


geweſene Grundſaͤtze zu erfinden. 
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